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„Ir aš tikiuosi, kad mūsų palikuonys man 
bus dėkingi ne tik už tai, ką aš čia išaiški- 
nau, bet ir už tai, ką geranoriškai praleidau, 
turėdamas tikslą suteikti jiems malonumą 
tuos dalykus atrasti patiems“. 


Renė Dekartas. „Geometrija“. 
M., 1938. P 113 


PRATARMĖ 


Šis leidinys skirtas besidomintiems tradicine mokykline matematika. Tai 
ne vadovėlis ir ne uždavinynas, nors jame yra ir teorinių žinių, ir daugiau 
kaip 800 uždavinių. Tai leidinys, tinkamas tiek kolektyviniam, tiek individua- 
liam darbui. 

Dauguma uždavinių suprantami pagrindinės mokyklos moksleiviams, bet 
čia yra ir pakankamai sudėtingų uždavinių. Jų sprendimų nagrinėjimas (siū- 
lome iš pradžių uždavinius spręsti savarankiškai) suteiks ne mažiau pasiten- 
kinimo, negu savarankiškas paprastesnių uždavinių sprendimas. 

Leidinio užduočių pakanka papildomiems matematikos užsiėmimams pa- 
grindinėje ir vidurinėje mokykloje. 

Uždavinių skirstymas pagal temas kai kur sąlyginis. Jį lėmė dvidešimtme- 
tė autoriaus darbo patirtis neakivaizdinėje matematikos mokykloje. 

Malonu bus tiems, kurie pirmą kartą susidurs su pateiktais leidinyje už- 
daviniais: šiek tiek pasistengę jie paklius į įdomybių pasaulį, pajus džiaugs- 
mą, kurį paprastai suteikia menas ir gerai atliktas darbas. 

Autorius 


ĮVADAS 


Maskvos valstybinio universiteto ir Sankt Peterburgo universiteto Šiau- 
rės ir Vakarų neakivaizdinės matematikos mokyklos (NMM) egzistuoja jau 
apie 30 metų. Per šį laiką NMM moksleiviams parašyta nemažai metodinių 
priemonių, kurių dalis pateko į knygas, išleistas populiariose serijose „Fizi- 
kos ir matematikos mokyklos bibliotekėlė“ ir „Bibliotekėlė „Kvantas““. 

Žymią išvardytų leidinių dalį sudaro uždaviniai. Apskritai mokytis ma- 
tematikos — tai reiškia spręsti nemažai uždavinių. Uždaviniai gali būti įvai- 
rūs — nuo paprastų skaičiavimų iki naujų rezultatų gavimo, reikalaujančio 
ше: laiko ir pastangų. 

ios knygos autorius daugiau kaip 20 metų pats mokydamas moksleivius 
matematikos ir naudodamas NMM medžiagą, atliko didžiulį darbą. Knygoje 
surinkta apie 800 uždavinių su išsamiais sprendimais, tačiau tai ne paprastas 
uždavinių rinkinys. Jie parinkti ir išdėstyti taip, kad juos spręsdamas skaity- 
tojas galės išplėsti ir pagilinti savo mokyklinės matematikos žinias ir susipa- 
žinti su jam visai naujais skyriais, kurių nėra mokykliniuose vadovėliuose. 

"Trumpos parengtinės teorinės žinios padeda skaitytojui naudotis uždavi- 
nynu, nepaisant mokymo priemonių ir matematikos dėstymo lygio mokyklo- 
je. Tačiau vertingiausia yra tai, kad teorinis skaitytojo bagažas auga spren- 
džiant uždavinius, taip, kad išnagrinėjęs tam tikrą temą, skaitytojas savaran- 
kiškai „atvers“ naują matematikos skyrių. 

Knyga visų pirma skirta savarankiškai dirbti moksleiviams, besidomin- 
tiems matematika, tačiau, manau, ji bus naudinga ir mokytojams, būrelių ir 
fakultatyvų vadovams, taip pat studentams. 

Tikiuosi, skaitytojas šioje knygoje ras sau daug įdomaus ir naudingo. Lin- 
kiu skaitytojams sėkmės, puikaus mokslo matematikos užsiėmimuose. 

V Golchovojus 
Sankt Peterburgo universiteto 
neakivaizdinės matematikos mokyklos direktorius 


1. MATEMATINES LOGIKOS 
ELEMENTAI 


Prie loginių priskiriami uždaviniai, sprendžiami loginiais samprotavi- 
mais. Jų sprendimo būdas: naudojantis standartiniais matematinės logikos 
žymenimis, sudaromas matematinis modelis ir randamas atitinkamas jo 
sprendimo metodas. Sprendžiant tokius uždavinius, dažnai naudojamos įvai- 
rios lentelės. 

Teiginiu vadinamas bet koks sakinys, apie kurį galima pasakyti: jis yra 
teisingas arba klaidingas. Teisingas teiginys žymimas T (arba 1), klaidin- 
gas — K (arba 0). Teiginius nagrinėja teiginių algebra. Pagrindiniai šios 
algebros veiksmai: 

1. Inversija. Zymima A, jo teisingumo lentelė: 


2. Dviejų teiginių disjunkcija. Žymima jungtimi „ARBA“, arba ženk- 
lu v. Jos teisingumo lentelė: 


3. Dviejų teiginių konjunkcija. Žymima jungtimi „IR“, arba ženklu A. Jos 
teisingumo lentelė: 


4. Dviejų teiginių ekvivalentumas. Ekvivalentumui pažymėti naudojama 
išraiška „tik tada“, arba ženklas <= (arba ~). Ekvivalentumo teisingumo 
lentelė: 


5. Implikacija. „4“ — teiginys, „B“ — jo išvada. Žymima ženklu =. Jos 
teisingumo lentelė: 


Kaip ir įprastinėje algebroje, veiksmų atlikimo nuoseklumui nustatyti 
naudojami skliaustai. 


1 uždavinys. Sudarykite teisingumo lentelę teiginiui AvB. 
Sprendimas. 


Kadangi ši lentelė sutampa su implikacijos teisingumo lentele, tai tokie 
teiginiai vadinami lygiaverčiais ir jiems žymėti naudojamas lygybės ženklas. 
Taigi įrodėme, kad (А = В) = (А v B). 


2 uždavinys. Įrodykite, kad (4 > B) — (4 v B). Siūlome tai įro- 
dyti savarankiškai. Kadangi šis teiginys yra visada teisingas, tai jis vadina- 
mas tapačiai teisingu ir žymimas T. Tapačiai klaidingas teiginys žymi- 
mas K. 


Logikos dėsniai: 

negalimo trečiojo dėsnis: A v A = T (bet koks teiginys arba teisingas, 
arba ne, kitaip negali būti); 

prieštaravimo dėsnis: A AA = K; 

neigimo neigimo dėsnis: А = A. 

Kaip ir algebroje, galioja komutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvumo 
dėsniai. 


3 uždavinys. Įrodykite teiginių algebros dėsnius: 

1) disjunkcijos komutatyvumą: A v B = Bv A, 

2) konjunkcijos komutatyvumą: A AB = BAA, 

3) disjunkcijos asociatyvumą: Av (B v C) = (Av B) v C, 

4) konjunkcijos asociatyvuma: А ^ (B A C) = (А л B) AC, 

5) pirmąjį distributyvumo dėsnį: 4 ^ (Bv C) = (AA В) v (Ал С), 
6) antrąjį distributyvumo désni: A v (BA C) = (АУ В) л (АУС), 
7) de Morgano dėsnius: AvB = А ^ B, AAB = A v B, 

8) dvigubo neigimo dėsnį: А = A, 

9) idempotencijos dėsnius: Av A = А, AAA = A, 


10) dėsniussu Tir АУА = T, AvT=T, Av K= A, T = K, 
AAA=K, AAT=A, AAK=K. 
Įrodant siūlome naudotis teisingumo lentelėmis. 


Anksčiau išvardytos loginės operacijos yra tarpusavyje susijusios: pvz., 
ekvivalentumas ir implikacija išreiškiamos per disjunkciją, konjunkciją ir 
inversiją: 

A>B=AvB, А ~ В = (А л В) у (AAB). 
Šios formulės jrodomos naudojantis nurodytais algebrinės logikos dėsniais. 


4 uždavinys. Įrodyti teiginių teisingumą: 

a) (B=A)= (B = А) = В); 

b) (4 =» В) > 4) = 4; 

с) A~B = (A= В) л (В > А). 
Savarankiškai sudaryti teisingumo lenteles. 


Nagrinėjamas aparatas naudojamas analizuojant kontaktines schemas. 
Lygiagretų jungimą atitinka disjunkcija, nuoseklų — konjunkcija. Kiekvieną 
schemą atitinka teiginys, kurį suprastinę, supaprastinsime ir schemą. 


A, 5 uždavinys. Supaprastinkite schemą: 


А 
А " - Sprendimas. 
Ms N 2 А› 
M “А, “А, А; ^ 


(A, v А) ^ A3) v (d, ^ AAA v (A, ^ А, ^44) = 
= ((A v A) ^A) уА,лА,л (A, v Aj) = 
= (A, AA) v (A; ^45) v (A, ^ A5) = 
= (А, AA) v (A; ^ (Á, v A?) = 


= (A, AA,)V As. 
Iš čia ir atitinkama schema: 
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Teiginiai, kurie nagrinėjamos aibės dalyje yra teisingi, o kitoje — ne, 
vadinami neapibrėžtaisiais, arba predikatais. Viskas, kas anksčiau pasakyta, 
tinka ir predikatams. 

Teiginiams, teisingiems, esant bet kokioms x reikšmėms, naudojamas 
žymuo (kvantorius) V. Jei kalbama nors apie vieną x reikšmę, kuriai teisin- 
gas A teiginys, naudojamas kvantorius J. 

Teiginio Vx A(x) klaidingumo įrodymui iš aibės M pakanka nurodyti tik 
vieną elementą x, kuriam A(x) klaidingas. Tai matyti iš išraiškos: Ух A(x) = 
= 3k A(x). Tài — įrodymo kontrapavyzdžiu metodas. 


6 uždavinys. Pavaizduokite plokštumoje teisingumo aibes tokių predi- 
katų: 

a) (x 2y) v (Ix| <1); 

Б) (к < 2) = (y > 1). 


Sprendimas. 


a) b) 


Jeigu teorema Vn A(n) = B(n) teisinga, tai A(n) yra pakankama B(n) 
sąlyga, o B(n) — būtina A(n) sąlyga. 

Iš kiekvienos teoremos išplaukia dar trys teoremos: 

atvirkštinė: Vx B(x) = A(x), 

priešinga: Vx A(x) > B(x), 

priešinga atvirkštinei: Vx B(x) > A) а 

Tiesioginė ir priešinga atvirkštinei teoremos arba abi teisingos, arba abi 
klaidingos, t. y. 

(1) VxA(x) 2 В(х) = Vx BG) > AG) (4). 

Įrodymas prieštaravimų metodu kaip tik tuo ir remiasi, kad vietoje 
pradinės teoremos įrodoma priešinga atvirkštinei teorema. 

Atvirkštinė ir priešinga teoremos teisingos arba klaidingos vienu metu, 
t. y. 
(2) Vx Bz) 2 А(х) = Vx AG) => BG) (3). 
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Vadinasi, turime lentelę: 


a O 
© Ө 


7 uždavinys. Turime teoremą: jei funkcija duotajame taške diferencijuo- 
jama (A), tai ji šiame taške tolydinė (B). Kurios iš atitinkamų keturių teoremų 
teisingos? 

Sprendimas. Tiesioginė teorema teisinga, vadinasi, teisinga ir priešinga 
atvirkštinei teorema: jei funkcija duotajame taške ne tolydinė, tai ji šiame 
taške nediferencijuojama, atvirkštinė teorema (В = A) klaidinga (pvz., 
funkcija y = |x| taške 0 neturi išvestinės). Todėl klaidinga ir priešinga 
teorema (A > B): jei funkcija duotajame taške nediferencijuojama, tai ji 
negali būti tolydinė šiame taške. 


8 uždavinys. Vienoje dėžutėje 5 degtukai, kitoje — 7. Vienu ėjimu iš 
vienos dėžutės galima paimti bet kokį degtukų skaičių. Pralaimi tas, kam 
nebelieka ką paimti. Kas laimi? 

Sprendimas. Pirmasis žaidėjas laimės, jei laikysis tokios strategijos: pirmu 
ėjimu paimti 2 degtukus iš antros dėžutės, o toliau daryti simetrinius ėjimus, 
paimant iš kitos dėžutės tiek degtukų, kiek antrasis žaidėjas paėmė iš 
pirmosios. 

Dirichlė (1805—1859) principas: atvaizduojant (л + 1) elemento aibę 
n elementų aibėje, atsiras du elementai, turintys vieną ir tą patį atvaizdą. 

Šis teiginys įrodomas matematinės indukcijos metodu. Panagrinėsime 
jo panaudojimą. 


9 uždavinys. Įrodykite, kad tiesė, esanti trikampio plokštumoje ir neinanti 
per jo vieną viršūnę, negali kirsti visų trijų trikampio kraštinių. 

Sprendimas. Tiesė dalija plokštumą į dvi pusplokštumes, vienoje iš kurių 
yra dvi trikampio viršūnės ir jas jungianti, tačiau nekertanti tiesės, kraštinė. 


10 uždavinys. Iš trijų sveikųjų skaičių galima pasirinkti du, kurių suma 
dalijasi iš 2. 

Sprendimas. Iš trijų pateiktų skaičių bent du turi tą patį dalumo požymį. 
Taigi jų sumą bus galima padalyti iš 2. 
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2. MATEMATINĖS INDUKCIJOS METODAS 


Matematinės indukcijos principa ir metodą galima suformuluoti naudo- 
jantis ankstesnės temos sąvokomis. 

A) Matematinės indukcijos principas (viena iš aritmetikos aksiomų): 
Tegul A(n) — bet koks N aibės predikatas. Teiginys Vn A(n) teisingas, jei 
teisingas teiginys 4(1) ^ VkA(k) > A(k+1). 

B) Matematinės indukcijos metodas — įrodymas, pagrįstas matemati- 
nės indukcijos principu. 

Apibendrintas matematinės indukcijos principas: teiginys A(n) teisingas 
visiems sveikiesiems и >л, jei teisingas teiginys A(n) A ((Vk > n) А(К) > 
= A(k+1)). 

Jei a dalijasi i$ b, tai rašoma a : b. 


11 uždavinys. Įrodykite teisingumą teiginio: 

A(n) = ((62'** + 3"+* + 372 : 11), kai n 2 -2. 

Sprendimas. 

1) Kai n = —2: 11 : 11 — T. 

2) Tarkime, kad A(k) — teisingas teiginys, t. y. tegul skaičius 

62+4 + 3k+4 + 3k+2 dalijasi iš 11. Tada 6206+1)+4 + 3«*0*4 + 36*0*2 = 
= 36:6%+4 + 3-35#5 + 343442 = (33 + 3)6%+ + 3:37 + 3:30? = 336444 + 
+ 3(624+4 + + + + 3892), 

Kiekvienas iš dviejų šios sumos dėmenų dalijasi i$ 11. Vadinasi, įrodyta, 
kad A(k) = A(k+1). Teiginys įrodytas panaudojant matematinės indukcijos 
principą. 

Skaičių eilutė 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... vadinama Fibonači eilute. Joje, kai 
п> 3, tai a, = а, + a 


12 uždavinys. Įrodykite, kad Fibonači eilutei galioja formulė: 


1+ 5, (1-05 
ox 
1) Kai n = 3: 
а, -i (( : LEM) 5 у - (—— L- ES y) = 2. Teiginys teisingas. 


2) Tegul teiginys teisingas, У, п = К: 
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в = L- (y - (15), 

Įrodysime, kad A(k) = A(k+1). а, = а, + a, = 
- (1+5 ун uS ye. L Sy (1—39 = 
= (С н a + LE) a. a + 1-5 = 
-LHS (DES y (158 jas (Ey = 
- Spn (1—39 ун). 


Naudojantis "ns. indukcijos principu jrodyta, kad, esant visiems 
sveikiesiems skaiciams n 2 3, teiginys teisingas. 


Pastaba. Įrodyta formulė vadinama Binė formule, nors šią formulę iš 
tikrųjų paskelbė 1765 metais L. Oileris, o prancūzų mokslininkas Ž. Binė iš 
naujo atrado ją 1843 metais. 


13 uždavinys. Duota л bet kokių kvadratų. Įrodykite, kad juos galima 
padalyti į dalis taip, kad iš gautų dalių būtų galima sudaryti naują kvadratą. 

Sprendimas. 

1) Įrodysime, kad iš bet kokių dviejų kvadratų 
galima padaryti naują kvadratą. Atidėsime DE = 
= BF = A,D, ir atliksime brėžinyje parodytus 
veiksmus. AED,C, = AB,C,F = ACBF (pagal du 
statinius). Z1 + Z2 = 90°, vadinasi, Z3 = 180° - 
—- (Z1 + Z2) = 90°. Iš brėžinio matyti, kaip pada- 
lyti duotuosius kvadratus ABCD ir A,B,C,D,, kad 
iš gautų dalių būtų galima sudėti naują kvadratą. 

2) Dabar tarkime, kad uždavinys išspręstas, kai л = k. Įrodysime, kad 
sprendinys egzistuoja ir, kai n = k+1. Jei imsime k+1 kvadratą, tai iš k 
kvadratų galima, kaip žinome, sudaryti vieną kvadratą. Iš gautų dviejų kvad- 
ratų galima sudaryti vieną. 

Taigi naudojantis matematinės indukcijos principu, nustatėme, kad anks- 
čiau suformuluotas teiginys teisingas esant bet kokiam sveikajam л > 2. 
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14 uždavinys. Įrodykite nelygybę: 2" > 1 + n= п> 1. 

Sprendimas. 

1) Kai n = 2: kairėje nelygybės pusėje turime 22 = 4; dešinėje — 1 + 242 < 
< 4. Vadinasi, 2? > 1 + 242. 

2) Tarkime, kad kai n = k nelygybė teisinga, t. у. 2* > 1 + kV2F" . Padau- 
ginsime šią nelygybę iš 2: 2+1 > 2 + V2kN2* . Palyginsime išraiškas V2k ir 
k + 1: V2k (ж) k + 1; 22 (ж) 2 + 2k + 1; (k - 1? -2 (*) 0. Kai k > 2, 
(k-1y > 2,t.y. V2k > k + 1. Vadinasi, 2! > 2 + N2kN2* > 2 + (k + 
+ 1)V2 > 1 + (k + 12. 

Taigi, naudojantis matematinės indukcijos principu, įrodėme, kad duo- 
toji nelygybė teisinga esant bet kokiam n > 1, ne N. 


15 uždavinys. Duota n teigiamų skaičių ху, x, ..., x,. Jų sandauga 
XX,- X, = 1. Įrodykite, kad skaičių suma x, + x, + ... + x, 2 n. 

Siūlome išspręsti savarankiškai. 

16 uždavinys. Duota n teigiamų skaičų x, x, ..., x, . Įrodykite Koši 
nelygybę: 

Am erm 2 Чох, кле 


п 


Sprendimas. 
P : 2v. X x x š n 
Paimsime n skaičių Z,Ž, eo Z, Čia x = VE sodes 


Visi šie skaičiai teigiami ir jų sandauga lygi 1. Pagal ankstesnį uždavinį 


x 


; " "P x 
šių skaičių suma 2 n. Todėl Es t E + ... + сз >п; 


X +X, T+... + xo o; 
теш Six. “з 


п 


Lygybė galima tik tada, kai šie skaičiai lygūs. 


17 uždavinys. Įrodykite, kad 
cosx + cos3x + ... + cos (2n-1)x = max , kur sinx + 0. 


Sprendimas. 
1) Kai n = 1, teiginys teisingas, nes cosx = cosx . 
15 


2) Тагкїте, Каа 


эли 21 


cosx + соѕ Зх + ... + cos(2k-1)x = „k > 1. Tuomet 
COS X + ... + cos(2k-1)x + cos(2k- Dx = "T + cos (25+ 1) = 
— Sinkecoskx +sinx-cos (2k+1)x _ sin2kx +sin 2(k*l)-rsin(-2kx) _ 
sinx 2sinx 
_ sin 2(k+1)x 
2sinx ` 


Implikacijos A(k) > A(k+1) teisingumas įrodytas. Taigi uždavinys 


išspręstas. 


18 uždavinys. Įrodykite, kad C? + 2C] +... + (n*1yC, = (n*2)2"*. 
Įrodykite savarankiškai. Pasinaudokite lygybe C; + C, +..+ С, = 2" 


(plačiau žr. 5 sk.). 


19 uždavinys. Įrodykite, kad С! + 2C? + .. + mC? = n2". 
Sprendimas. 
1) Kai n = 1: 121 


2) Tarkime, kad lygybé teisinga, kai n = k, k > 1: С, + 2C} + 
+... + КС = k2, Tuomet С}, + 2C, + ... + (Е+1)'СД = (er1)2*. 


Irodysime tai. Pasinaudosime formule (rekomenduojame ją įrodyti): 
Ci = Ch + CE (s). Сы + 2С + ~ + GOD) = (C; + C) 
+ (C? + CH + ... + KC + Сё!) + (kic! = (C; + 2С] + 
+ kCb) + (С? + 2C + + ЕС! + (k+1)CD = k? + (k+2)2“! 
= 2 (k + k + 2) = (k+1)-2. Lygybė įrodyta. 


20 uždavinys. Įrodykite Niutono binomo formulę: 
(a + by = a" + Cab + .. + Са" +... + Cab"! + b". 
(Naudokitės (+) formule iš ankstesniojo uždavinio). 


21 uždavinys. Įrodykite: 


1 1 1 1 n 
+ — + — +... +t — c ; 
1:2 2:3 3-4 n(n+1) n+1 


a) 
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l + + 


)1+3з+5+..+(2л-1)= m; 


+ 
Os papas eg Dern. 
2 : ; 


TESEN фф E ОЦА, 


22 uždavinys. Įrodykite, Каа 11"*! + 12%-!, п є N, dalijasi iš 133. 


23 uždavinys. Įrodykite: (cosx + isinx)" = cos (nx) + isin (пх) (plačiau 
žr. 21 sk.). 


24 uždavinys. [rodykite, kad Fibonači eilutės nariams galioja formulė: 


а, ж 0 


n+l 


e 2i CET 
+ С} +... + С? Кит p — skaiciaus = sveikoji dalis, t.y. 


п-р+1›, 
2 „jei n nelyginis, 
p = 
n .. m 
2 jei n lyginis. 


3. INVARIANTAI IR KRASTUTINUMO PRINCIPAS 


Invariantas — požymis, nesikeičiantis atliekant pertvarkymus. Dažniau- 
siai invariantų metodas naudojamas sprendžiant uždavinius, kuriuose yra 
klausimas „ar galima...“. 


25 uždavinys. Mokinys A turi 50 paveikslėlių, o mokinys B — 45 pa- 
veikslėlius. Jie keičiasi tarpusavyje tam tikrais paveikslėliais. Ar gali po to 
mokinys A turėti 63 paveikslėlius, o mokinys B — 34? 

Sprendimas. Pasikeitė bendras paveikslėlių skaičius, vadinasi, toks 
pasikeitimas neįmanomas. Čia invariantas — abiejų mokinių paveikslėlių 
suma. 


Yra uždavinių apie magiškuosius kvadratus. Ar gali būti uždavinių apie 
magiškuosius stačiakampius? 


26 uždavinys. m xn stačiakampyje skaičiai surašyti taip, kad bet kurios 
eilutės ir bet kurio stulpelio skaičių suma lygi 1. Įrodykite, kad m = n. 
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Sprendimas. Apskaiciuosime eilučių sumas ir jas sudésime. Gausime 
m. Dabar tą patį padarysime su stulpeliais. Gausime n. Bet ši suma — 
invariantas. Todėl m = n. 


Iš to išplaukia, kad magiškieji stačiakampiai neegzistuoja. 


27 uždavinys. 3x3 lentelėje vienas langelis juodas, o visi kiti — balti. 
Įrodykite, kad perdažant eilutes ir stulpelius negalima pasiekti, kad visi 
langeliai būtų balti. 


ENS 
NE 
каш 


28 uždavinys. Lentoje parašyta 51 vienetas ir 50 nulių. Vienu ėjimu 
leidžiama nutrinti bet kokius du skaičius ir, jei jie buvo vienodi, prirašyti 
0, o jei buvo skirtingi, prirašyti 1. Ро 100 ėjimų lentoje liko vienas skaičius. 
Koks tai skaičius? 

Sprendimas. Kaip pasikeičia visų skaičių suma po vieno ėjimo? Galimi 
du atvejai: nutrynė O ir 0 arba 1 ir 1, o prirašė 0; nutrynė O ir 1, prirašė 1. 
Matome, kad suma nekinta arba sumažėja dviem. Todėl sumos lyginumas 
yra invariantas. Kadangi pradžioje ši suma buvo nelyginė, tai ji ir turi likti 
nelyginė. Iš to išplaukia, kad likęs skaičius yra 1. 


Sprendimas. Bet kaip dažant arba perdažomi 2 
kampiniai langeliai arba neperdažomas nė vienas 
langelis. Iš to išplaukia, kad tarp keturių kampinių 
langelių juodų langelių skaičiaus lyginumas nekinta, 
yra invariantas. Kadangi pagal sąlygą tik vienas 
kampinis langelis juodas, tai negalima gauti piešinio 
su lyginiu juodų kampinių langelių skaičiumi. 


29 uždavinys. Yra 100 įjungtų lempučių. Dviese žaidžia tokį žaidimą: 
pirmas vienu ėjimu gali užgesinti 21 lemputę, o antras — keturias, tačiau 
tuomet jam užsidega dar 60 lempučių. Ar galima rasti tokią strategiją, kad 
galima būtų užgesinti visas lemputes? (Jei, pavyzdžiui, liko 3 neišjungtos 
lemputės, tai nė vienas iš žaidėjų negalės jų išjungti.) 

Sprendimas. Pirmas žaidėjas vienu ėjimu užgesina 21 lemputę, o ant- 
ras — uždega 56. Abu šie skaičiai dalijasi iš 7. Vadinasi, degančių lempučių 
skaičiaus dalybos iš 7 liekana yra invariantas. Kadangi 100 dalybos iš 7 
liekana nėra nulis, tai visų lempučių išjungti negalima. 


30 uždavinys. Mėgintuvėlyje yra 17 amebų. Kiekviena jų žūdama 
pasidalija į 5 kitas amebas. Ar gali mėgintuvėlyje atsirasti 83 amebos? 
Sprendimas. Vieno dalijimosi metu amebų skaičius padidėja keturio- 
mis. Vadinasi, dalybos iš 4 liekana — invariantas. Kadangi skaičių 17 ir 83 
dalybos iš 4 liekanos yra nelygios, tai 83 amebos mėgintuvėlyje atsirasti 
negali. 
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31 uždavinys. Skritulys padalytas į 6 sektorius, kiekviename iš jų yra po 
žetoną. Vienu ėjimu galima pastumti bet kuriuos du žetonus į gretimus 
sektorius. Ar galima visus žetonus surinkti viename sektoriuje? 

Sprendimas. Sunumeruokime sektorius ir 
įvesime dydį S — sektorių, kuriuose yra žetonai 
(jei viename sektoriuje, pavyzdžiui, yra du žeto- 
nai, tai jo numeris sumuojamas du kartus), 
numerių sumą. Perstūmus žetoną į gretimą 
sektorių, atitinkamas sumos dėmuo keičia lygi- 
numą, o perstümus du žetonus, S lyginumas ne- 
kinta, t. y. S lyginumas — invariantas. Pradžioje 
S = 21 — nelyginis skaičius. Jei visi Zetonai 
atsirastų viename sektoriuje, tai S turėtų būti lyginis skaičius. Vadinasi, 
visų Zetony surinkti į vieną sektorių negalima. 

Pastaba. Jei pradžioje žetonai būtų išdėstyti taip, kad S būtų lyginis 
skaičius, tai žetonus galima būtų surinkti į vieną sektorių. 


32 uždavinys. (Euklido DBD (didžiausio bendro daliklio) — skaičia- 
vimo algoritmas.) Su pora natūraliųjų skaičių (4, B), kur A > B, atlie- 
kama operacija: A dalijamas iš B su liekana R ir porą (A, B) keičia 
pora (B, R). Įrodykite, kad anksčiau ar vėliau vienas iš poros skaičių 
taps lygus nuliui. 

Sprendimas. Panagrinėsime dydį s = x · y, kur x, y — poros (x, y) 
skaičiai. Kadangi po kiekvieno ėjimo vienas iš dauginamųjų sumažėja, tai 
dydis S, išlikdamas neneigiamu, mažėja. Aišku, kad šis procesas negali būti 
tęsiamas be galo ilgai ir nutrūks, kai S = O, t. y. kai vienas iš dauginamųjų 
taps lygus nuliui. 


33 uždavinys. Plokštumoje pažymėta 100 taškų, kai kurie iš jų sujungti 
atkarpomis. Kiekvieną sekundę tam tikrą susikertančių atkarpų AB ir CD 
porą pakeičia atkarpų AC ir BD pora. Įrodykite, kad po tam tikro laiko 
susikertančių atkarpų neliks. 

Sprendimas. Pažymėkime visų atkarpų ilgių 
sumą S. Kadangi AB + CD = AO + OB + 
+ CO + OD = (АО + ОС) + (BO + OD) > 
> АС + BD, tai kiekviena sekunde suma S, 
išlikdama neneigiama, mažėja. Vadinasi, po 
tam tikro laiko susikertančių atkarpų neliks 
(buvo duota 100 fiksuotų taškų, todėl S turi 
baigtinį skaičių reikšmių). 


34 uždavinys. Ant kvadratinio stalo yra keletas vienodų monetų. Monetos 
nesiliečia. Ar galima nuo stalo nustumti kurią nors monetą nekliudant kitų? 
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Sprendimas. [mame bet kuria moneta ir mintyse stumiame ja prie stalo 
krašto. Jei ji kliudys kitą monetą, tai vietoje jos imsime kitą ir stumsime ją. 
Ir toliau mintyse darydami taip su kitomis monetomis, matome, kad, 
kiekvieną kartą pakeitus monetą, atstumas nuo monetos iki stalo krašto 
mažėja, ir po keleto bandymų surasime ieškomąją monetą, nes jų yra 
baigtinis skaičius. 


35 uždavinys. Ant stalo yra įvairaus skersmens monetos. Įrodykite, kad 
atsiras moneta, besiliečianti su ne daugiau kaip šešiomis kitomis monetomis. 


Sprendimas. Paimsime mažiausio spindulio (su cent- 
ru A) monetą. Tegul ją liečia monetos su centrais O,, 
O, ..., O,. Tada didžiausia trikampio 40,0, kraštinė — 
O,O,. Vadinasi, kampas O,AO, ne mažesnis kaip 60“. 


СОА Tas pat tinka ir kampams О, А0,, O,AO,, ir t. t. Bet ju 
suma lygi 360°. Todėl tokių kampų negali būti daugiau 
kaip šeši. 


Kraštutinumo principą (kai uždavinyje nagrinėjamas pats didžiausias 
kampas, pati mažiausia atkarpa ir t. t.), naudotą ankstesniuose uždaviniuo- 
se, dažnai naudoja diofantinėms lygtims spręsti ir skaičių teorijoje (begalinio 
nusileidimo metodas). 


36 uždavinys. Sveikaisiais skaičiais išspręskite lygtį 8“ + 4y^ + 27 = й. 
Sprendimas. x, y, z ir t galima laikyti natūraliaisiais skaičiais (laipsnio 
rodikliai lyginiai). Skaičius z turi būti lyginis, t. y. t = 21,. Dalijame lygtį iš 
2 ir matome, kad ir z — lyginis skaičius, t. y. z = 2z,. Analogiškai у = 
= 2y,,x = 2x, . Gausime: jei Sp io (x, y z, 1) — duotosios lygties 


sprendinys, tai ir ketvertas ( € ti taip pat yra sprendinys. Analo- 


DTTA 


giškai gausime dar vieną natūraliųjų skaičių ketvertą (2 A 2 3 Si 


procesą galima tęsti be galo, o tai įmanoma tik, kai x = y = z = t = 0. 
37 uždavinys. Sveikais skaičiais išspręskite lygtis: 
a)r-3y-9220; Ы) 5? + Hy + 132 = 0. 

Pastaba. Naudojant pagrindinį topologijoje ir iš dalies vartojamą mate- 


matinėje analizėje tolydumo metodą, nesunku įrodyti, kad nelyginio laipsnio 
lygtis turi mažiausiai vieną realųjį sprendinį. 
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4. GRAFAI 


Grafų teorija — graži ir svarbi šiuolaikinės matematikos šaka. Grafas 
sudarytas iš baigtinio skaičiaus taškų (viršūnių), sujungtų atkarpomis arba 
kreivėmis (briaunomis). Viršūnių ir briaunų padėtis nėra grafo invariantas. 
Vienas kitą pakeičiantys grafai vadinami izomorfiniais. Tuo paremtas vieno 
grafo keitimas kitu „išpainiojimo“ būdu. Jei iš bet kokios viršūnės galima 
patekti į bet kokią kitą, tai toks grafas vadinamas jungiuoju. Priešingu 
atveju — nejungiuoju. Grafas sudarytas iš n viršūnių, sujungtų tokia tvarka: 
1 — su 2 ir n-a, 2 — su 1 ir 3, ir t. t., n-a — su 1 ir (n— 1)-a, vadinamas 
n-ojo laipsnio ciklu, arba cikliniu grafu. Jei briaunos yra su rodyklémis, tai 
toks grafas vadinamas orientuotuoju. 


38 uždavinys. Lenta yra kryžiaus, kuris gauna- 
mas iš 4x4 laukelių kvadrato išpjovus kampinius 
laukelius, formos. Ar galima šachmatų žirgo ėji- 
mais apeiti lentą, kiekviename laukelyje pabuvus 
tik vieną kartą, jei paskutiniuoju ėjimu reikia grįžti 
į pradinę padėtį? 

Sprendimas. Sunumeruosime kryžiaus lauke- 
lius nuo 1 iki 12 kaip parodyta 1 pav. Laukelius 
pakeisime taškais. Jei atkarpomis sujungsime 
taškus, kuriems iš vieno į kitą įmanomas ėjimas 
žirgu, tai gausime grafą (žr. 1 pav.). „Išpainioję“ 
ji, gausime jam izomorfinį grafą (2 pav.). Jei dabar 
pašalinsime briaunas, kurios yra nebūtinos, tai 
gausime ciklinį grafą (3 pav.). Iš to išplaukia, kad 
sąlygoje nurodytu būdu lentą apeiti galima. Be to, 
pradėti galima iš bet kurio laukelio. Pavyzdžiui, 
įmanomas toks kelias: 1 - 9 -3-11 -5-7- 
-12-4-10-2-8-6-1. 


Pav. 3 


39 uždavinys. Ankstesniojo uždavinio lentoje kairėje ir dešinėje stovi ke- 
turi juodi žirgai, viršuje ir apačioje — keturi balti žirgai. Ar galima po keleto 
ėjimų gauti poziciją, kurioje kryžiaus galuose stovi baltas ir juodas žirgai? 

Sprendimas. Pasinaudosime 3 pav. iš ankstesniojo uždavinio. Baltus 
žirgus pažymėsime x, y, z, u, o juodus — a, b, c, d. Pradinė žirgų padėtis: 
x stovi laukelyje 12, y - 11, z — 1, u — 2, 4-7, b — 3, c — 6, d - 10. Užrašas 
z: 1 — 9 - 3 reiškia, kad žirgas 2 iš laukelio 1 eina į laukelį 9, o iš jo į laukelį 
3. Vienas iš galimų uždavinio sprendinių yra toks: x: 12 — 4; c: 6 — 12; 
u:2-8-6;b:3-2; y: 11 -3 -9; a: 7-5-11 -3; с: 12-7-5-11; 
z: 1 — 7; x: 4 — 12; у: 9 - 1. Uždavinys išspręstas. 
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40 uždavinys. Keliais būdais galima į eilę surašyti skaitmenis 1, 2, ..., 9 
taip, kad skaičius, kurį sudaro pora paeiliui einančių skaitmenų, dalytųsi iš 
7 arba 13? 


Sprendimas. Kad būtų patogiau, surašysime 
skaitmenis ant apskritimo. Sudarysime orientuotą 
grafą. Rodyklėmis sujungsime skaitmenis, kurie 
gali būti sujungti eilutėje (rodyklės pradžioje — 
pirmesnis skaitmuo). Kadangi skaitmenyje 7 nesi- 
baigia nė viena rodyklė, tai pradėti galima tik 
nuo 7. Iš 7 galima patekti tik į 8, o iš čia — tik 
į 4. Tęsdami šiuos veiksmus, surasime vienintelį 
uždavinio sprendinį. Sudarysime galimų kelių 
„medį“: 


5 —> 6 toliau nėra kur eiti (ne) 
123 I 


ii 9 ne 
5 ne 
Dp ne 
5 пе 
6 ne 
9212355]. 
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Taigi ieškomoji skaitmenų eilutė tokia: 784913526. 


75824 


41 uždavinys. Matematikos būrelio vadovas mokiniams namuose išspręsti 
uždavė 20 uždavinių. Kitame užsiėmime išaiškėjo, kad kiekvieną uždavinį 
išsprendė du mokiniai ir kiekvienas mokinys išsprendė du uždavinius. Kiek 
mokinių būrelyje? 

Sprendimas. Pavaizduosime mokinius ir uždavinius taškais ir išvesime 
atkarpas nuo mokinių iki jų išspręstų uždavinių. Gausime grafą. Tegu! 
buvo x mokinių. Iš taškų, atitinkančių uždavinius, išeina 2 · 20 = 40 atkar- 
pu, o iš taškų, atitinkančių mokinius, — 2x atkarpų. Vadinasi, 2x = 40, x = 
= 20. Būrelyje buvo 20 mokinių. 


42 uždavinys. Dviese žaidžia tokį žaidimą. Prieš juos dvi degtukų dėžutės 
po 10 degtukų kiekvienoje. Ejimus daro iš eilės. Kiekvienu ėjimu galima 
paimti vieną degtuką iš bet kurios dėžutės arba po vieną iš abiejų dėžučių. 
Pralaimi tas, kuris nebeturi ką paimti. Kas laimi ir kaip jam žaisti? 

Sprendimas. Padėtį, kai pirmoje dėžutėje yra x degtukų, o antroje — y 
degtukų, atitiks langelis su numeriu x pagal horizontale ir y pagal vertikalę. 

Pradėsime nuo langelio (0, 0). Tai finalinė, pergalės padėtis, todėl jame 
nieko nerašome. Iš langelių (0, 1), (1, 0), (1, 1) galima patekti į langelį (0, 0), 
todėl juose įrašome raidę P (pralaimėjimas). Iš langelių (0, 2), (2, 0) galima 
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patekti tik j langelius (0, 1), (1, 0), kur 
jau yra raidė P. Vadinasi, šie langeliai 
pergalingi ir juose nieko nerašome. To- 
liau atlikdami tokius veiksmus, užpildo- 
me visą lentetę (žr. pav.). Išsiaiškinsi- 
me, kas laimi ir kaip jam reikia žaisti. 
Kadangi pradedantis žaidėjas turi eiti 
iš langelio (10, 10), tai jis gali patekti į 
vieną iš langelių: (9, 10), (10, 9), (9, 9), 
kur yra raidė P. Jei partneris eis į tuščią 
langelį, tai pirmajam žaidėjui nebus [Р] |Р] | 
kitos galimybés Каїр tik eiti j langelj su | To]1j2 [3 [4 |5 [6 [7 |8 [9 [i0] 
raide P. Tokia situacija kartosis visada, kai tik antrasis žaidėjas eis į tuščią 
langelį. 

Taigi laimi antrasis žaidėjas, jei jis visada eis į tuščią langelį. 

Nurodytas lentelės pavidalo užrašymo būdas yra žymiai paprastesnis už 
galimų kelių „medį“. 


5. KOMBINATORIKA. TIKIMYBĖ 


Bet koks n elementų aibės poaibis, susidedantis iš k elementų, vadina- 
mas deriniais iš л elementų po k. Elementų tvarka poaibyje nereikšminga. 
Derinių skaičius randamas, naudojantis formule: 


Ск = п! 
" k(n- k)! 
Kalbėdami apie matematinės indukcijos metodą, mes jau susipažinome 
su kai kuriomis derinių savybėmis. Štai dar keletas savybių. Anksčiau minėta 
formulė Ec = 2" yra išdava teoremos apie tai, kad visų galimų poaibių, 
kuriuos galima sudaryti iš aibės, turinčios n elementų, skaičius lygus 2". 


‚ča n! = 1:2 :3:.:... : n. 


43 uždavinys. Įrodykite: 
a) c? = С? & 


т+п msn? 
b) Ci = Cht Ch; 
c) (Се) + (CY + (CY +... + (С) = Ch; 
dC;-C;; 
e) Cf- CI+ С... + (C, = 0; 
f) КСЁ= пСЁ\. 
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п! 
ki(n — k)! 

Jeigu Niutono binomo formulėje (žr. 20 uždavinį) imsime a = b = 1, 
turėsime: 2" = C? + C! + C? + „+ С". Esant a = 1, b = -1, turime: 
0= C-C! + С. + (-1'C! . I čia C? + C+ C+ L = C! + 
tC + С} +... 

Panagrinékime binomo formulės panaudojimo pavyzdį: raskite koefi- 
cientą prie x5 kai a) (х + 2)“, k = 3; b) (1-2), k = 4; c) (x - 2x, k = 

Kadangi (k + 1) Niutono binomo narys lygus С“а 
a) a = 2, b = x, n = 10, k = 3 ir todėl koeficientas prie x° lygus С}, 
= 7680. Kitais atvejais: b) 560; c) 0. 


(Pasinaudokite formule C* = 


) 


"*b* tai pavyzdyje 


10-3 
2 = 


44 uždavinys. Keliais būdais iš 10 žmonių galima sudaryti dvi komandas 
po 5 žmones? 

Sprendimas. Vieną komandą galima sudaryti CÌ, būdais. Taip skai- 
čiuojant, kiekviena komanda įskaitoma du kartus: komplektuojant pirmąją 
komandą ir komplektuojant antrąją komandą. Vadinasi, ieškomasis skaičius 
lygus Ci,/2. 


Atliekant bandymą (pvz., metant monetą), įvyksta atsitiktinis įvykis 
(iškrenta skaičius arba herbas). 

Įvykiai vadinami nesutaikomais, jeigu jie negali įvykti tuo pačiu metu. 

Jeigu kokio nors bandymo rezultatų aibė lygi n ir m iš jų palankūs tam 
tikram įvykiui, tai skaičių P = m/n vadiname šio įvykio tikimybe. 

Kaip pavyzdį, išsiaiškinsime, kokia tikimybė, kad metant lošimo kau- 
liuką, iškris lyginis taškų skaičius. Šiame bandyme 6 galimos baigtys su 
vienoda tikimybe: gali pasirodyti bet kuris iš skaičių nuo 1 iki 6. Mus 
domina tik tie atvejai, kai iškrenta skaičiai 2, 4, 6. Tokių atvejų, kaip ma- 
tome, iš viso yra trys. Vadinasi, ieškoma tikimybė P = 3/6 = 1/2. Kartais 
tikimybę išreiškia procentais (mūsų pavyzdyje tikimybė lygi 50%). 


45 uždavinys. Iš 36 kortų kaladės ištrauktos 4 kortos. Kokia tikimybė, 
kad ištrauktos kortos bus tūzai? 

Sprendimas. 4 kortas iš kaladės galima ištraukti C5, būdais. Iš jų tik 
vienas tinkamas. Tokio įvykio tikimybė lygi 1/C5, . 


46 uždavinys. Vienas berniukas turi 16 paveikslėlių, kitas 10. Keliais 
būdais jie gali apsikeisti po du paveikslėlius? 

Sprendimas. Pirmasis berniukas du paveikslėlius gali išsirinkti С, būdais, 
antrasis — C;,. Vadinasi, apsikeitimų skaičius lygus С? С. 
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47 uždavinys. Matematikos olimpiadai ruošiamos 2 mergaitės ir 7 ber- 
niukai. Komanda sudaroma iš 4 žmonių. Tarp ju turi būti bent viena 
mergaitė. Keliais būdais tai galima padaryti? 

Sprendimas. Jeigu komandoje bus dvi mergaitės, tai du berniukus galima 
parinkti С? būdais; jeigu komandoje bus viena mergaitė (ją galima parinkti 
dviem būdais), tai tris berniukus galima parinkti C} būdais. Vadinasi, bendras 
būdų skaičius lygus С? + 2C} = 91. 


Nagrinėsime sutvarkytąsias aibes. Sutvarkytosios aibės skiriasi, jeigu jos 
skiriasi savo elementais arba jų išsidėstymu. Sutvarkytosios aibės, be- 
siskiriančios vien tik elementų išsidėstymu, vadinamos kėliniais. Matema- 
tinės indukcijos metodu galima įrodyti, kad aibės iš n elementų kėlinių 
skaičius P, = n!. 


48 uždavinys. Kiek i$ n elementų galima sudaryti kėlinių, kuriuose du 
elementai A ir B nestovėtų greta? 

Sprendimas. Surasime kėlinių skaičių, kuriuose elementai A ir B stovi 
greta. Kada A stovi prieš B, turėsime (л — 1) atvejį ir tiek pat atvejų, kada 
B stovi prieš A. Vadinasi, 2(n — 1) atvejais A ir B stovi greta. Kiekvieną iš 
šių atvejų atitinka (n — 2)! kėliniai iš kitų elementų. Taigi kėlinių skaičius, 
kuriuose A ir B stovi greta, lygus 2(n — 1)(п — 2)! = 2(n - 1)!. Tada 
ieškomas kėlinių skaičius lygus n! — 2(n - 1)! = (n - 1)!(n - 2). 


49 uždavinys. Kiek įvairių žodžių galima sudaryti perstatinėjant žodžio 
„bisektrisė“ raides? 

Sprendimas. Šiame žodyje raidės i ir s vartojamos po du kartus. Jeigu 
teigsime, kad visos raidės skirtingos (s, , 5;, i, , Ё,), tai turėsime 10! žodžių. 
Sutapatinę žodžius, besiskiriančius vien tik raidės i (bet ne 5) perkėlimu, 
turėsime 10!/2! skirtingų žodžių. Sutapatinę žodžius, besiskiriančius raidės 
s perkėlimu, turėsime, kad ieškomas žodžių skaičius lygus 10!/(2! - 2!). 


50 uždavinys. Kiek įstrižainių turi iškilasis daugiakampis, turintis и 
viršūnių? 

Sprendimas. Iš kiekvienos viršūnės galima išvesti n — 3 įstrižainės. 
Kadangi yra n viršūnių, tai i$ viso galėsime išvesti n(n — 3) įstrižaines. 
Tačiau taip skaičiuojant, kiekviena įstrižainė įskaitoma du kartus, todėl 
ieškomas įstrižainių skaičius lygus n(n — 3)/2. 


51 uždavinys. Lošimo kauliukas metamas 12 kartų. Kokia tikimybė, 
kad kiekvienas skaičius iškris du kartus? 

Sprendimas. Iš viso gali būti 6" variantų po 12 skaičių. Kiekvienoje vie- 
toje gali būti bet koks iš 6 skaičių. Mus tenkina 121/(2')° atvejai, kuriuose p 
po du 1, du 2 ir t. t. Taigi ieškoma tikimybė yra lygi (121/(2!)%):6° 
= 126°. 2%). 
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Sutvarkyti k elementų poaibiai, sudaryti iš aibės, turinčios n elementų, 
vadinami gretiniais i$ n elementų po k. Gretiniai vienas nuo kito gali skirtis 
elementų kiekiu arba jų išsidėstymu. Gretinių iš n elementų po k skaičius: 
Ак = ИС = n(n- 1)... (n-k +1). 


52 uždavinys. Keliais būdais galima susodinti 4 mokinius j 25 vietas? 
Sprendimas. Aj. = 25:24-23:22 = 303600. 


53 uždavinys. Metama moneta ir lošimo kauliukas. Kokia tikimybė, kad 
tuo pačiu metu iškris herbas ir lyginis skaičius? 

Sprendimas. Visų skirtingų variantų skaičius lygus 2 · 6 = 12. Palanküs 
bus 1 - 3 = 3 atvejai. Todėl ieškoma tikimybė lygi (3 · 1)/12 = 1/4. 


54 uždavinys. Lošimo kauliukas metamas tris kartus. Kokia tikimybė, 
kad visi gauti skaičiai bus nelyginiai. 

Sprendimas. Bendras galimų kombinacijų skaičius lygus 6^ = 216. Iš jų 
3! = 27 tenkina uždavinio sąlygą. Taigi ieškoma tikimybė lygi 27/216 = 
= 1/8. 


55 uždavinys. I$ 36 kortų kaladės ištraukiama po vieną skirtingų rūšių 
kortą. Kokia tikimybė, kad visos šios kortos bus skirtingų rūšių, о vyriausia 
iš jų — pikų rūšies? 

Sprendimas. Kortų kaladėje yra devynios vertės ir keturios rūšys. Vadina- 
si, iš viso galimi 9° variantai. Rasime mus tenkinančius variantus. Kadangi 4 
rūšys, tai vyriausioji korta ne mažiau kaip 9 (už ją mažesnės 6, 7, 8 — kartu 
su 9 keturios kortos). Galimi atvejai: a) ištraukta pikų devynakė. Likusias 
kortas galima ištraukti 3 · 2 · 1 = 6 būdais (kiekvienas traukimas vienetu 
sumažina rūšių, kurias ištraukiame, skaičių); b) ištraukėme pikų dešimtakę. 
Likusias kortas galima ištraukti 4 - 3 · 2 būdais; c) ištraukėme piku valetą. 
Likusias kortas galima ištraukti 5 · 4 - 3 būdais; d) ištraukėme piku damą. 
Likusias kortas galima ištraukti 6 · 5 · 4 būdais; e) ištraukėme piku karalių. 
Likusias kortas galima ištraukti 7. 6 - 5 būdais; f) ištraukėme pikų tüza. 
Likusias kortas galima ištraukti 8 · 7 - 6 būdais. Iš viso turėsime 3:2:1 + 
+4-3-2+5-4-3+6-5-4+7-6-5 +8-7-6 = 756 būdų. Ieškoma 
tikimybė yra lygi 756/9* = 28/243. 


56 uždavinys. Lošimo kauliukas metamas 4 kartus. Kokia tikimybė, kad 
bent vieną kartą iškris skaičius 1? 

Sprendimas. Bendras variantų skaičius lygus 6°; 6° - 5° — palankių 
atvejų skaičius. Ieškoma tikimybė lygi (6* — 5%/6* = 671/1296. 
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57 uždavinys. Įrodykite, kad kai 0 < k < n: 


n! n! _ (n*1)! 


—— +—-—— — m cM a 
k(n-k* (k-l)!@m-k+ 1)! k(nh-k+1)! 
Sprendimas. Sudarysime skirtuma: 


n! n! (n1)! 


k!(n - k)! T (k-1)(n-k-*1)! k(n-k+1)! 
_ n! 5 п! 
В (k-1)k(n-k) (k- 1)!(n- k)!(n - k + 1) I 


n!(n + 1) J n! 1 1 


"(k-Ik(n-En-k*1) Ka RI * k n-k+1 


-— rH ) = ————— — — : 0 = 0. Lygybė įrodyta. 


58 u£davinys. Keliais büdais galima suverti vërinj i$ vieno juodo, dvieju 
baltų, trijų raudonų ir penkių žydrų karoliukų? 

Sprendimas. Tai kėlinių su pasikartojimais uždavinys. Išvesime formulę 
jų skaičiui rasti. Jeigu tarp п elementų yra К, elementų pirmojo tipo, k, — 
antrojo, ..., k „— m-ojo tipo, k, + k, +... + К, = n, tai, paėmę vieną kėlinį 
ir pakeitę jame visus vienodus elementus skirtingais, turėsime, kad kėlinių, 
kuriuos galima sudaryti iš nagrinėjamo kėlinio, skaičius lygus k,!k;! ... К„!. 
Atlikę tai kiekvienam kėliniui, turėsime л! kėlinių. Vadinasi: 

C s ky ..., k.) ` kilka! ... Rd = nt 

n! 
ARP 

Dabar grįšime prie mūsų uždavinio. I$ viso turime 11 karoliukų, iš jų 
1 juodas, 2 balti, 3 raudoni ir 5 žydri. Vėrinys nepasikeičia, jeigu jį apsuksime 
arba pakeisime jo orientaciją. Todėl įvairių vėrinių skaičius lygus: 


C,(k,, k, э k.) 


! 1.6:7:8: 9: 10: 
11! NE SAM MU 1260. 
112!13!5!-11:2 5!:2: 6:22 
59 uždavinys. Kiek narių gausime sudauginę (a + b + c + dx + y + 


+ z)(n + v)? 
27 


Sprendimas. Kadangi visos raidės skirtingos, tai atlikus daugyba, pana- 
šių dėmenų nebus, todėl bendrą dėmenų skaičių gausime, jeigu vietoje visų 
raidžių įstatysime skaičių 1. Tuomet turėsime: (1 +1 + 1 + 1)(1 + 1 + 
+1) (1+1) = 4: 33 : 2 = 24. 


60 uždavinys. Rasti daugianario (a + b +c + d + e) didžiausią 
koeficientą. 

Sprendimas. Koeficientas prie a" · b^ - c". d'*- e^, kai n, + n, + n, + 
+ n, + n, = 5 ir visi dėmenys teigiami, lygus: 


5! 
n, nj n! n,! n! 


Trupmena bus didžiausia, jei jos vardiklis įgis mažiausią galimą reikšmę, 
t. y. 111! 1! 1! 1! = 1. Vadinasi, didžiausias koeficientas lygus 5! = 120. 


61 uždavinys. Raskite formulės (a + b + c + d + е) = k(a* + ...) + 
+ k,(a°b +...) + k,(a?b2 +...) + k,(a?bc +...) + k(abcd +...) koeficientus 
Ку, k,, Ку, k,, k; . Kiek narių kiekvienuose skliaustuose? 

Sprendimas. 


4! 
Kadangi a* = at: bo. c? - do. e", tai k, = 


410001000! — 


4! 


Analogiškai: œb = à?- bl. œ- d- e, К, = E TIE ОНОН = 4; 


! 

ab? = a: bp og. do. e°, k, = 4! = 6; 

212! 0! 0! 0! 
4! 
abc = aj: b! c! do. e, k, = — = 12; 
211! 1! 0! 0! 
4! 
abcd = a!: bl. cl. di. e, k, = —————— = 24. 
1! 1! 1! 1! 0! 

Dabar rasime narių, kiekvienuose skliausteliuose, skaičių. Kiekvienam 
vienanariui, esančiam skliausteliuose, priskirsime „žodį“ iš 5 skaičių. 
Vienanariui a* atitinka „žodis“ iš 4 nulių ir vieno ketverto. Todėl pirmuose 
skliausteliuose bus 5!/(4! 1!) = 5 dėmenys. Kadangi vienanarį a*b atitinka 
„žodis“ iš 3 nulių, 1 vieneto ir 1 dvejeto, tai antruose skliausteliuose bus 
51/(31 111!) = 20 dėmenų. Vienanarį a?b? atitinka „žodis“ i$ 3 nulių ir 2 
dvejetų, todėl trečiuose skliausteliuose bus 5!/(3! 2!) = 10 dėmenų. 
Vienanarį a?bc atitinka „žodis“ i$ 2 nulių, dviejų vienetų ir vieno dvejeto, 
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todėl ketvirtuose skliausteliuose turėsime 5!/(2!2!1!) = 30 dėmenų. 
Vienanarį abcd atitinka „žodis“ iš 1 nulio ir 4 vienetų, todėl penktuose 
skliausteliuose — 5!/(1! 4!) = 5 dėmenys. 


62 uždavinys. Automatas surinkinėja vėrinius iš 6 karoliukų, paimdamas 
juos iš didelio kiekio juodų, baltų, raudonų ir žydrų karoliukų, sumaišytų 
santykiu 1 : 2 : 3 : 4. Kokia tikimybė, kad bus: a) visi karoliukai žydri; b) visi 
karoliukai — vienos spalvos; c) nebus nė vieno raudono karoliuko? 

Sprendimas. Tikimybė, kad bus paimtas vienas juodas karoliukas, 
lygi 1/(1 + 2 + 3 + 4) = 1/10, vienas baltas — 2 · 1/10 = 1/5, vienas 
raudonas — 3 · 1/10 = 3/10, vienas žydras — 4 · 1/10 = 2/5. 

a) Tikimybė, kad visi karoliukai bus žydri, lygi: 

6! 0 0 0 6 
E TTT (1/10) - (1/5) - (3/10) : (2/5) = 64/15625. 


b) Tikimybė, kad visi karoliukai bus juodi: 
6! 


some (1/10) - (1/5 - (310) - (2/5Y = 1/105; 
bus balti: 

! 
— 0! ғ (1/10)° - (1/5) - (3/10)? - Q/5)' = 1/15625; 
bus raudoni: 

! 
TET 0 (110)? - (1/5)? - (3/10)* - (2/5Y = 729/10°. 


Tada tikimybė, kad visi 6 karoliukai bus vienos (bet kokios) spalvos, 
lygi: 64/15625 + 1/10“ + 1/15625 + 729/10* = 0,00489. 

c) Kadangi vieno raudono karoliuko paėmimo tikimybė yra 3/10, tai 
paėmimo tikimybė, kai nėra raudonų karoliukų, yra lygi: (1 — 3/10)* = 
= (7/10). 


63 uždavinys. Тери] sumuštinio kritimo sviestu žemyn tikimybė lygi 3/4. 
Įvyko atsitiktinis įvykis: padėklas su 7 sumuštiniais apvirto. Kokia tikimybė, 
kad lygiai k sumuštinių nukris sviestu žemyn (kiekvienam k = O, 1, 2, 3, 4, 
S, 6; 7)? 
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Sprendimas. 

(p + q) = Cip + Сура + Сура + Cip'ą + Cip + Cipq + 
+ Cipą" + Ciq =p + Tpą + 21р`4 + 35p'q + 35p'4* + 21p'q + 
+ 7pą“ + g. 

Apskaičiuosime kiekvieną dėmenį, esant p = 3/4 ir q = 1/4. Tai ir bus 
ieškomos tikimybės: 

1) (3/4)! = 0,1334838; 

2) 7(3/4)(1/4) = 0,3114624; 

3) 21(3/4) (1/4)! = 0,3114624; 

4) 35(3/4)' (1/4) = 0,1730346; 

5) 35(3/4) (1/4)* = 0,0576782; 

6) 21(3/4) (1/4)! = 0,0115356; 

7) 7(3/4)(1/4)° = 0,0012817; 

8) (1/4)! = 0,000061. 


6. MASIU GEOMETRIJA 


Taškas A kartu su jam priskirtu skaičiumi m, т > 0, žymimas mA. 
Šį skaičių m vadina materialaus taško mA mase. Materialių taškų 
mA, MA, ., MA, masių centru (arba baricentru) vadinamas taškas Z, 
kuriam galioja lygybė: 

m ZÀ, + m,ZA, + ... + m, ZÀ, = 0. (*) 

Žinomos tokios savybės: 1) baigtinio skaičiaus materialių taškų sistema 
turi vieną masių centrą; 2) dviejų materialių taškų masių centras yra tiesėje, 
jungiančioje šiuos taškus, ir gali būti rastas naudojantis Archimedo sverto 
taisykle. 3) jeigu kelių materialių taškų mases perkelsime į jų masių centrą, 
tai nuo to sistemos masių centro padėtis nepasikeis. 


64 uždavinys (Archimedo teorema). Trys trikampio pusiaukraštinės 
susikerta viename taške ir žiūrint nuo viršūnės, pasidalija santykiu 2 : 1. 
Sprendimas. Tarkime, kad prie trikampio 
A viršūnių pridėtos vienodos masės m. Kaip jau buvo 
minėta, materialių taškų m4, mB, mC sistema turi 
А, vienintelį masių centrą Z. Jo padėtis nepasikeis, 
ç jeigu materialiu tašku mB ir mC mases perkelsime 
į ju masių centrą, t. y. į tašką A,. Tuomet Z bus tik 
8 A, C dviejų materialių taškų 2mA, ir тА masių centras. 
Taigi Z є AA,. Lygiai taip pat įsitikiname, kad Z є 
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e BB, ir Z e CC,. Vadinasi, Z — bendras pusiaukraštinių taškas. Pagal 
sverto taisyklę turime: 2mZA, = mZA; ZA: ZA, = 2: 1. 

Vienodų masių, patalpintų į daugiakampio arba daugiabriaunio viršū- 
nes, centrą vadiname jo centroidu. 


65 uždavinys. Jeigu Z — materialių taškų masių centras, tai bet kokiam 
erdvės taškui O: 


> 1 > > > 
OZ = —————————— (m 0A, + т,ОА, + ... + m,OA,). 
m + m, + ... + m, 


Sprendimas. Pagal centro Z apibrėžimą: m ZÀ, +. + mZÀ, =0.B 
> > > 2 -> 
čia m (0A, - OZ) + ... + m,(OA, - OZ) = 0 . Atskliaudę skliaustus, 


gauname uždavinio teiginį. 

Teisingas ir atvirkščias teiginys. Kad jį įrodytume, pakanka pakartoti 
šiuos samprotavimus atgaline tvarka. 

Sprendžiant uždavinius baricentriniu metodu, taškai apkraunami 
masėmis (arba priskiriami atitinkami skaičiai) ir panaudojamos anksčiau 
pateiktos masių centro savybės. 

Užrašymo paprastumui (+) lygtyje raidės O ir vektoriaus ženklo galima 


nerašyti, t. y. rašyti: 


1 
Z isxa 
m, + m, + ... + m 


п 


(mA, + m,A, +... + m,A,). 

Bendroje teorijoje gali būti nagrinėjami neigiami ir kompleksiniai masių 
centrai. 

Pradžioje įrodysime dvi svarbias teoremas. 


Čevo teorema. Tegul trikampio kraštinėse BC, CA, AB arba jų tęsiniuo- 
se pasirinkti taškai А,, B,, C, taip, kad tenkinama „Čevo sąlyga“: 
> > > > Э > 
(|B4,|/|A,C|) : (|CB,|/|B,A|) : (IAC, 171,8) = 1. 
Tuomet arba visos trys tiesės A44, , BB,, CC, turi bendrą tašką, arba jos 
visos lygiagrečios. 


8 ER A, 
# i : 
į1—— 
8, C 
C 
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Sprendimas. Iš vektorių kolinearumo sąlygos galima rasti skaičius т,, 
| E > > > > э 
m, , m,, kuriems esant AC, = m, C,B, ВА, = m; A,C, CB, = my B Á. (+) 
Pagal Cevo sąlygą т, · m,: m, = 1. 
` . H =з 2 = ` . ` . 

Iš pirmosios (є) lygybės: C,A + m, C,B = 0. Vadinasi, C, — materialių 
tašku 1.4 irm, B masiu centras. Antroji (*) lygybë parodo, kad.4, — materialiu 
taškų m,B ir m,m,C masių centras. Iš trečiosios (+) lygybės išplaukia, kad 
В, — materialių taškų т,т,С ir mymyn,A masių centras, t. y. B, — materia- 
lių taškų т,т,С ir 1А masių centras. 

Imkime tris materialius taškus 14, m,B ir mym,C. Tegul pradžioje jų 
suminė masė nelygi nuliui, t. y. 1 + m, + тт, + 0. Šių trijų taškų masių 
centrui Z turime: 

„lA+mB+mmC — (1А + тВ) + тт,С _ 
1 + m, + тт, 1 + m, + тт, 


_ (1 + m)C, + тт,С 
1 + m, + тт, | 

Iš čia Z e CC,. Grupuodami materialius taškus kitaip, galima įsitikinti, kad 
ZeBB, ir ZeAA,. Vadinasi, tiesės АА,, BB, , CC, turi bendrą tašką Z. 

Tegul 1 + m, + тут, = 0. Kadangi B, — materialių taškų 1.4 ir т,т,С 

> > > 

masių centras, tai (1 + т,т,)ВВ, = 1BA + m,m,BC. Analogiškai (1 + m,)x 

— -> > > > > > > 
ХСС, = 1 CA + m CB = 1 (CB + BA) + m CB = 1 BA - (1 + m )BC. 
Kadangi 1 + m + тт, = 0, tai dešiniosios šių lygybių pusės sutampa, t. y. 
(1 + mm,)BB, = (1 + m, )CC,, ir todėl CC, || 44,. Teorema įrodyta. 

Menelajaus teorema. Jeigu trikampio ABC kraštinėse BC, CA, AB arba 


jų tęsiniuose atidėsime taškus А,, B,, C, taip, kad būtų tenkinama 
„Menelajaus sąlyga“: 


> > E E 
(|B4,|/|A,C|) - (|CB,|/|B,A|) : (14С,1/1С,8]) = -1, 


tai taškai A,, B,, С, yra vienoje tiesėje. 

Sprendimas. Tegul m,, m,, m, — skai- 
čiai, kuriems tinka Menelajaus sąlyga, t. y. 
G ттт; = -1. Ankstesnio uždavinio (+) lygybės 

А, reiškia, kad С, — materialių taškų 14 ir m,B 
masių centras; A, — materialių taškų m,B ir 
mymn,C masių centras; B, — materialių taškų 
m,m,C ir тт,т;А masių centras, t. y. pagal 


в 


А С & 
Menelajaus sąlygą (-1)4. Vadinasi bet kaip parinktam taškui Q: 
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> > > 

(1 + m)QC, =1Q0A+mQB; 
> > E 
(m, + mm,)QA, = m OB + m OC; 
э > > 

(mm, - 1)QB, = тт,ӘС + (-1)QA . 
Iš pirmosios ir trečiosios lygybių sumos atimsime antrąją: 

> ә B> > > 
(1 + m)(QC, - QA) + (тт, - (RB, - Q4) = 0 t. y. 


> E 
(1 + m)A,C, = (1 - mmj)A,B, , 
o tai ir reiškia, kad taškai 4, , B,, C, yra vienoje tiesėje. 


66 uždavinys. Tegul ABCD — kvadratas su kraštine a. Taškas P tenkina 


— > э э > 
sąlygą: PA + 3PB + 3PC + PD = 0. Kokiu atstumu taškas P nutolęs nuo 
kvadrato centro? 8 K > C 

Sprendimas. Kvadrato viršūnėms suteiksime 
po masę m. Įstrižainių susikirtimo taškas yra 
taškų sistemos masių centras. (Norint įrodyti 
pakanka priešingoms kvadrato viršūnėms 
panaudoti antrąją masių centro savybę.) Todėl 


> E 
pagal masių centro apibrėžimą тОА + mOB 


+ mOC + mOD = 0 . Bet kokiam taškui P 

turime: 
> 1 E E E E E 
PO = —— ——— ———— (mPA + тРВ + тРС + mPD) = (1/4((PA + 


т+т+т+ т 

э >> — э > -— E 
+ PB + PC + PD) = (1/4)(РА + 3PB + 3PC + PD) - (1/4)(2РВ + 

> > > — 
+ 2РС) = (-1/2) (PB + PC) = -PK ; čia K — atkarpos BC vidurys. 

E > > 
Vadinasi, РО = -PK, t. y. taškai P O, K yra vienoje tiesėje ir |PO| = 
>> 

= |РК|, |PO| = (1/2)0K = (1/4)a. Taigi РО = (1/4)a. 


67 uždavinys. Per trikampio ABC viduje esantį tašką M nubrėžtos trys 
tiesės: AA,, BB, ir CC,. Žinoma, kad CB, = (1/3)CA, CA, = (1/4)CB. 
Kokiu santykiu taškas С, padalija atkarpą АВ? 

Sprendimas. Kraštinėje AB atidėsime tašką C, taip, kad būtų tenkinama 

> > > > э > 
Čevo sąlyga, t. y. (|BA,|/|A,C|) (| CB,|/|B,A|)  (IACI/4C;B]) = 1. (+) 
33 


8 Tuomet, kadangi BB, ir АА, susikerta 
taške M, tai ir CC, turi praeiti per tašką M, 
t. y. C; sutampa su e. 


-> 
6 А Pažymėsime АС, = тС, В. Tuomet iš (+): 
« > > > > > > 
(ЗАС/А O) · (CB/2CB,) · (mC,B/C,B) = 1; 
(3/2)т = 1; m = 2/3. 
Taigi ACJC,B = 2/3. 


А C 


68 uždavinys. Lygiagretainio ABCD plotas lygus 1 m". Taškas M dalija 
kraštinę BC santykiu 3 : 5 (žiūrint nuo B). Tiesės AM ir DB kertasi taške 
P. Apskaičiuokite keturkampio CMPD plotą. 

8 ñ с Sprendimas. Kadangi BM: MC = 3 : 5, 
к W tai tegul BM = Зх, MC = Sx. Sasco = 1/2. 
SNS Tegul trikampio BCD aukštinė, išvesta iš 
"AN viršūnės D, yra h. Tuomet S, = 12 > 
А 0 = (12)BC: h = 1/2; &h = 1; h = 1/(8х). 
Trapecijos AMCD plotas 5, = (MC + AD)/2:h = (5x + 8x)/2 · (1/(8x)) = 
= 13/16. Vadinasi, Saam = 1- $, = 1— 13/16 = 3/16. Jeigu taškams В ir 
C suteiktume mases m, ir m,, tai, kad taškas M būtų masių centru, turi būti 
tenkinama sverto taisyklė: m,BM = m,MC; 3m, = 5m, . Galima imti m, = 
= 1/3, m, = 1/5. Materialius taškus (1/3)B ir (1/5)C galima pakeisti tašku 
(1/3 + 1/5)M; (8/15)M. Kad įstrižainių susikirtimo taškas O būtų masių 
centras, taškams С ir A suteiksime vienodas mases. Todėl taško 4 masė, 
kaip ir taško C, turi būti lygi 1/5. Kad taškas P būtų materialių taškų (1/5)4 
ir (8/15)M masių centras, turi galioti sverto taisyklė: (1/5)AP = (8/15)PM; 
АРІРМ = 8/3. Jeigu $,мр = $, tai S1 gp = $ ,вм – 5авмр = 3/16 — S. Tuomet 
Saar! Sag P = AP: РМ, (3/16 - S): S = 8: 3; S = 9/176; Stop = 
= S,scp — Sasup = 1/2 - 9/176 = 79/176. 


69 uždavinys. Trikampės piramidės briaunose 
AB, AC, BD atidėti taškai M, N, P taip, kad AM = 
= (1/2)AB, AN = (1/3)АС, BP = (1/5)BD. Kokiu 
santykiu briauną DC padalys plokštuma, einanti 
per taškus M, N, P? 

Sprendimas. Taškams A ir B suteiksime viene- 
tines mases. Taškui C masę x parinksime taip, kad 
materialių taškų 14 ir xC masių centras būtų 


— —— 


taškas N. Pagal sverto taisyklę randame: 1 · AN = x: NC; x = 1/2. Taškui 
D masę y parinksime taip, kad materialių taškų 1 - B ir yD masių centras 
būtų taškas P. Pagal sverto taisyklę randame: 1 : РВ = y: PD; y = 1/4. Jeigu 
Z — materialių taškų (1/4)D ir (1/2)C masių centras, tai pagal sverto 
taisyklę (1/4)DZ = (1/2ZC; DZ: ZC = 2:1. 


7. SEKOS 


Seka — tai funkcija, apibrėžta natūraliųjų skaičių aibėje. Sekos būna ne 
tik skaitinės. Ji gali būti aprašyta rekurentiniu būdu, formule ir t. t. Viską, ką 
mes žinome apie funkcijos aprašymą, tinka ir čia. Jeigu (n, <n,) = (a, <a,), 
tai sakoma, kad seka didėja, ir atvirkščiai, jeigu (n, < n;) = (a, > >а, „) — “ 
seka mažėja. Esant griežtai nelygybei turime griežtą mažėjimą arba didėjimą. 
Kada kalbama apie funkcijos didėjimą arba mažėjimą, naudojamas taip 
pat ir monotoninės sekos terminas. Sakoma, kad seka (a,) aprėžta iš 
viršaus (apačios), jeigu visiems л galioja a, < M (a, > M). 

Daugeliui uždavinių su skaitinėmis sekomis, tokiems kaip: nelygybių 
įrodymas, baigtinio skaičiaus narių radimas, bendrojo nario formulės išve- 
dimas, dalumas ir kt., spręsti galima panaudoti matematinės indukcijos 
metodą. 


Jeigu esant n — о, a, — b, tai rašoma lima, = b ir sakoma, kad seka 


neo Nn 


konverguoja. Jeigu seka konverguoja, tai ji aprėžta. 


70 uždavinys. Įrodykite, kad jeigu monotoninės sekos (a,) posekis ap- 
rėžtas, tai ir pati seka aprėžta. 

Sprendimas. Kadangi posekis monotoninis ir aprėžtas, tai jis turi ribą. 
O tai reiškia, kad kiekviena šios ribos £ — sritis, pradedant nuo tam tikro 
nario, turės visus posekio narius. Vadinasi, e — srities išorėje bus baigtinis 
posekio narių skaičius. Seka (a,) monotoninė, vadinasi, ribos srities išorėje 
bus baigtinis jos narių skaičius. Todėl galima rasti tokius du skaičius M ir 
N, kad N <a, < M. Vadinasi, seka aprėžta. 


71 uždavinys. Pateikite nemonotoninés neaprėžtos sekos (a,) pavyzdį, 
kurioje yra aprėžtas posekis. 

Sprendimas. Imkime neaprėžtą seką (a,) = (1, 1/2, 2, 1/3, 3, 1/4, ..., 
l/n, n, ...). Sioje sekoje уга aprėžtas posekis. {Ь,} = (1/2, 1/3, 1/4, ..., 
l/n, ..), nes 0 < b, < 1. 


72 uždavinys. Pateikite sekos, kurioje nėra aprėžto posekio, pavyzdį. 
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Sprendimas. Sekoje a, = n nėra aprėžto posekio, nes kitaip, kaip jau 
parodyta anksčiau, pati seka būtų aprėžta, tuo tarpu mūsų atveju, kai n — •, 
a, oo. 


73 uždavinys. Įrodyti tapatybę, kuri susieja tarp savęs Fibonači skaičių 
sekos narius: a, + a, + ... + а„,=а„. 

Sprendimas. Šis teiginys nesunkiai įrodomas matematinės indukcijos 
metodu, įvertinant tai, kad pagal sekos aprėžimą а, + а, = 25,5. 


74 uždavinys. Įrodykite, kad a; + а; + a; +... + ар = аза. 

Sprendimas. Teiginys teisingas esant n = 1. Tarkime, kad a; + ... + 
+ ар = а, a. Tada (a? +.. + a?) + а= ap Apy a= ах 
X (a, +4,,,) = à,,,' а„;. Vadinasi, pagal matematinės indukcijos metodą 
teiginys teisingas, esant bet kokiam n e N. 


75 uždavinys. Įrodykite, kad trijų vienas po kito einančių natūraliųjų 
skaičių kubų suma dalijasi iš 9. 

Sprendimas. Užrašome sumą: л? + (n + 1) + (n + 2). Kai n = 1, 
suma lygi 36 — dalijasi iš 9. Tarkime, kad k? + (k + 1)" + (k + 2) dalijasi 
iš 9. Įrodysime, kad tuomet ir skaičius (k + 1)! + (k + 2) + (k + 3) 
dalijasi iš 9. Kadangi (k + 1) + (k + 2) + (k + 3) = (K + (k + 1) + 
+ (k + 2y) + ((k + 3y - K), tai pagal mūsų prielaidą pirmasis dėmuo 
dalijasi iš 9, todėl belieka įrodyti, kad (k + 3) — K dalijasi iš 9. Bet (k + 
+ 3) — k" = 9(k' + 3k + 3). Teiginys įrodytas. 


76 uždavinys. Raskite sumą 5, = 1:2 + 2: 5 +.. + n(3n - 1). 

Sprendimas. Įrodysime, kad 5, = л (л + 1). Kai n = 1, teiginys teisin- 
gas: 2 = 2. Tarkime, kad teiginys teisingas, kai n = k, t. y. 1-2 + 2: 5 + 
+.. + k(8k - 1) = K(k + 1). Tada (1:2 + 2 : 5 +... + k(3k + 1) + 
+ (k + 1)(3k + 2) = K(k + 1) + (k + DGk + 2) = (k + 1): (C + 3k + 
+ 2) = (k + 1Y(k + 2). Teiginys įrodytas. 


77 uždavinys. Raskite sumą S = 7 + 77 + 777 + ... + 71...7. 

Sprendimas. Kadangi S = 7(1 + 11 +... + 11...1), tai u£tenka surasti 
sumą S, = 1 + 11 +... + 11..J. Akivaizdu, kad 1 = (10 - 1)/9; 11 = 
= (10 – 199; 111 = (10 - 198; .; 1.1 = (10 - 199. Todėl S, = (10 - 
— 1)9 + (10 – 1)9 + .. + (10 - 19 = (19)(10 + 10 + ... + 10" — n). 
Pagal geometrinės progresijos narių sumos formulę randame: 10 + 10° + 
+... + 10 = (10(10" — 1))/(10 - 1) = (10(10" - 1))/9. Vadinasi, $, = 
= (1/9) ((10 (10" — 1))/9 — n) ir todėl S = (79 (10 (10" - 1))9 - n). 
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O dabar jrodysime šios formulės teisingumą kiekvienam neN. Kai 
п = 1, formulė teisinga: 7 = 7. Tarkime, kad 7 + 77 +. +27 = 
= (7/9)((10(10* — 1))9 - k). Tada 7 + 77 +... + ng + Пыл = 
(7/9)((10 (10* — 1))/9 – k) + 71,7 = (7/9)((10 (10* — 1))/9 410 — 
- 1) = (7/9)((10*' — 10 + 9:109 — (k + 1)) = (7/9)((10“* - 10)/9 - 
- (k + 1)) = (7/9)((10 (10*' - 1))/9 — (k + 1)). Teiginys įrodytas. 


78 uždavinys. Atspėkite ir įrodykite formulę: 
= (1 = (1/4)) (1 - (19)) ... (1 - (1/n*1))). 

Sprendimas. Kadangi 1 — (1/4) = 1° ~ (1/2)? = (1/2)(3/2); 1 ~ (1/9) = 
= 1° - (1/3) = (2/3)(4/3); ...; 1 — (1и + 1y) = п/п + 1y(n + 2)(n + 1), 
tai S, = (1/2)(3/2)(2/3)(4/3) ... n/(n + 1y(n + 2)/(п + 1) = (n + 2y 
/(2(n + 1)). Irodysime tai. Kai n = 1: 1 ~ (1/4) = (1 + 2)/(2(1 + 1)); 
3/4 = 3/4. Tarkime, kad 5, = (k + 2)/(2(k + 1)). Tada S,,, = (1— (1/4)) x 
x(1 - (1/9)) .. (1 - (Ak + 1)(1- (1k + 2)) = (k + 2)/(2(К + 1)) x 
x(1- (1k + 2y) = (k + 2) (2(k + 1) * ((k + (k + 3)/(k + 27 = 
= (k + 3)/Q(k + 2)). Pagal matematinės indukcijos metodą teiginys yra 
teisingas kiekvienam n e N. 


79 uždavinys. Įrodykite, kad plokštumą, padalytą į dalis п apskritimais, 
galima nudažyti juodais ir baltais dažais taip, kad dviejų gretimų dalių 
spalvos būtų skirtingos. 

Sprendimas. Pasinaudosime matematine indukcija pagal apskritimų 
skaičių. Jeigu л = 1, tai teiginys teisingas, nes apskritimas padalija 
plokštumą į dvi sritis, kurios gali būti nudažytos skirtingomis spalvomis. 
Dabar tarkime, kad tvirtinimas teisingas k apskritimų atveju. Nubrėšime 
dar vieną apskritimą. Su kitais apskritimais jis arba liesis iš vidaus, arba iš 
išorės, arba juos kirs (jeigu apskritimas nesiliečia nei su vienu jau turimu 
apskritimu, tai uždavinys sprendžiamas skritulį perdažant kita spalva). Pagal 
ankstesnę prielaidą plokštuma su k apskritimų nudažyta sąlygoje nurodytu 
būdu. Nubrėžę (k + 1)-jį apskritimą, į vidų patekusias dalis perdažysime 
priešingomis spalvomis. Taip reikiamu būdu bus nudažyta visa plokštuma. 
Iš matematinės indukcijos metodo išplaukia, kad šis teiginys bus teisingas 
kiekvienam n eN. 

80 uždavinys. Raskite sumą S, = È k. 

Sprendimas. Padauginsime S, = x + 20 + З + .. + nx Ë xir 
sucarysime skirtumą S, — x$, = (x + * + X + ... + 7) – nx" 5 (1 х), 
=x(1 + x + ... + x")- nm" = x(1 -x)y- x) - п" Iš čia: 5, = 
= (x(1 — x'))/(1 - x) - (nx'"*!)/(1 — x). Uždavinys išspręstas. 

37 


81 uždavinys. Įrodykite, kad kiekvienoje sekoje уга monotoninis posekis. 

Sprendimas. Nagrinėsime sekos narius, prieš kuriuos nėra didesnių narių. 
Jeigu tokių narių rasime be galo daug, tai turėsime ieškomą seką. Jeigu tokių 
narių skaičius baigtinis, tai juos išbraukę turėsime ieškomą seką. 


82 uždavinys. n^ + 1 skirtingų skaičių surašyti į eilutę. Įrodykite, kad iš 
jų visada galima išrinkti (n + 1) skaičių taip, kad jie duotoje eilutėje 
išsidėstytų didėjimo arba mažėjimo tvarka. 

Sprendimas. Įrodydami naudosime matematinės indukcijos metodą. Kai 
n = 1, turėsime du skirtingus skaičius ir aišku, kad jie sudarys didėjančią 
arba mažėjančią seką iš 1 + 1 = 2 skaičių. Teiginys teisingas. 

Dabar tarkime, kad iš bet kokių K^ + 1 skaičių reikiamu būdu galima 
išrinkti k + 1 skaičių. Įrodysime, kad tuomet iš (k + 1} + 1 = (K + 1) + 
+ (2k + 1) skaičių reikiamu būdu galima išrinkti k + 2 skaičius. Iš K^ + 1 
skaičių išrinksime k + 1 reikiamai išsidėsčiusius skaičius. Galima teigti, 
kad skaičiai šioje eilutėje didėja. Jeigu iš likusių 2k + 1 skaičių yra nors 
vienas didesnis už išrinktus k + 1 skaičius, tai teiginys įrodytas. Jeigu tokio 
skaičiaus nėra, tai šiuos išrinktus skaičius išbraukiame. Jeigu mūsų eilutėje 
tarp skaičių, prieš kuriuos arba po kurių nėra didesnių skaičių, atsiras k + 
+ 2 skaičiai, tai uždavinys išspręstas. 

Jeigu ne, tai šiuos skaičius išbrauksime ir panagrinėsime likusius skaičius. 
Iš likusių k“ + 1 skaičių išrinksime k + 1 skaičių, tenkinantį uždavinio 
sąlygą, ir iš likusių skaičių dar vieną (pagal skaičių išrinkimo taisyklę). 
Pagal matematinės indukcijos principą teiginys bus teisingas esant bet 
kokiam n e N. 


83 uždavinys. Raskite sekos a, = 5іп (nn/2) + n mažiausią narį. 

Sprendimas. Pirmas dėmuo, priklausydamas nuo 7, įgauna reikšmę: 0; 
5; -5. Todėl, kai n 25, a, > 0. Lygindami skaičius a, = 6, a, = 2, a, = -2, 
a, = 4, matome, kad mažiausias bus a, = -2. 


84 uždavinys. Įrodykite sekos a, = Хп +1 - Vn. monotoniškumą. 
Sprendimas. Aišku, kad a, > 0. Kadangi YXn*1- Vn = (Ми +1 - 
- Хп) +1 + Va Oh +1 + Vn) = 1/(Ул+1 + Vn), tai а, а, = 
= (Үп+1  Yn)(vn*2 + \п+1) < (уп+1 + Уп+2)(Уп+2 + 
+ Уп +1) = 1, t. y. a,,, < a, ir seka mažėja. 
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8. RIBOS 


Užrašas limx, = a reiškia, kad visas sekos (x,) grafikas yra siauroje 
juostoje, kurioje yra tiesė x = a. Norint įrodyti, kad skaičius a yra sekos 
(x,) riba, reikia įrodyti, kad, esant bet kokiam ғ > 0, galima parinkti tokį 
k, kad esant п > k, tenkinama nelygybė |x, - a| < є. 


85 uždavinys. Rasti sekos: a) 2/3; 8/9; ...; (37 - 1)/3";...; 

b) sin 1°; sin 2°; ... ; sin n°; ... ribą. 

Sprendimas. a) kadangi x, = (3° - 1)/3" = 1 - 1/3", tai limx, = 1. Iš 
tikrųjų: |х, = 1| = |(3" - 13" - 1| = 1⁄3" ir vietoje k galima imti log, (1/e); 
b) ši seka neturi ribos, kadangi jei п = 180°:т, tai х, = 0, o jei n = 90° + 
+ 360°т, tai x, = 1, kas prieštarauja ribos, jei ji egzistuoja, vienareikšmiš- 
kumui. 


Bolcano-Vejerštraso aksioma: Kiekviena monotoniška aprėžta seka turi 
ribą. 

Panagrinėsime sekos (a,) narių sumą: a, + a, + ... + a, = 5,, vadinamą 
n-ąja daline suma. Jeigu seka (S,) turi ribą 5, tai šį skaičių 5 vadina eilutės 
a, + a, + a, + .. + a, + .. suma. Šiuo atveju eilutę vadina konver- 
guojančia. Priešingu atveju sakoma, kad eilutė diverguoja. 


86 uždavinys. Įrodykite, kad eilutė 1 + 1/4 + 1/9 + ... + l/m +... 
konverguoja. 

Sprendimas. Seka S, = 1 + 1/4 + ... + 1/n? yra didėjanti. Įrodysime, kad 
ji yra aprėžta. Panaudosime nelygybę 1/n* < 1/(n (n - 1)). Tuomet 5, < 1 + 
+ 101: 2) + (2-3) +... + 1/((n - 1) : n) = 1 + (1 - 1⁄2) + (12 - 
- 1/3) + ... + (п - 1) - 1/n) = 2 - 1/n . Vadinasi, esant visiems n, 
S, < 2. Taigi pagal aukščiau pateiktą aksiomą seka (S,) turi ribą, t. y. 
duota eilutė konverguoja. 


87 uždavinys. Raskite ribas: 

а) lim (Vn?+n – а?л); 

b) lim (n°/4"); 

с) lim (37 + 4' + 5")/(2" + 6"). 
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Sprendimas. 
2 _ 718 2 = 
siu СТЕ БС) = gg COA n) 
Vn Ут-п 
2п 
Ш -———————— ШЕ 1 
п(Хї+1п + V1-1/n) 


b) limn*/4" = lim (n : n)/(2"2") = lim (n/2'Y". Kadangi 2" = (1 + 1) = 
= 1 + n + (n(n - 1))/2 + ... > n + (n(n -1)2 = (n° + ny2» n'/2, tai 
n/2" < 2/п. Bet lim 2/n = 0. Todėl lim (п/2") = 0. 


c) lim = * 5 = jig 3 + lim — — + lim 5 = 
2" + 6" ü 2" + 6" -500 2" + 6" 9 + 6" 


ii — tip- tl 
QBy + 2" (U2Y + (32) (2/5Y + (6/5) 


88 uždavinys. Pirmasis sekos narys parenkamas laisvai, o kiekvienas 
tolimesnis apskaičiuojamas pagal formulę x,,, = ax, + 1. Kokiems realiems 
a, seka (x,) turi ribą? 

Sprendimas. Kadangi x, = ax, + 1, x, = ax, + 1 = ах + a + 1, 
x, = ах + a? + а + 1, tai x, = ax, + (1- a")(1 - a). Iš tikrųjų, esant 
2, formulė teisinga. Tarkime, kad ji teisinga esant n = К, t. y. tegul 


ax, + (1 — aya m: a). Rasime Хы: Xeyl = алу +1 = a**'x, + 


"I 


п 


Xk 


+ a((1 -a*)/(1-a)) + 1 = ах, + (1 -a**')/(1 - a), t. y. formulė teisinga 
ir esant n = k + 1. Pagal matematinės indukcijos principą ji teisinga esant 
bet kokiam n e N. Kai |a | > 1, seka (x,) ribos neturi. Kai |a | < 1, riba lygi 
1⁄(1 - a). 


89 uždavinys. Funkcijos y = x? grafike 
panagrinėsime taškus А, ir B, su atitinkamomis 
abscisémis — 1/n ir 1/n . Tegul M, — apskritimo, 
einančio per taškus A, , B, ir koordinačių pradžią, 
centras. Įrodykite, kad taškų seka (M, turi ribą 
ir ją raskite. 


Sprendimas. Nubrėšime pagalbines linijas, kaip parodyta brėžinyje. 
OC = Mn, В,С = Mi, MB, = y,, MO = y,. 
E AMB,K: y, = N(I/n?) + (1n? у„)?. Iš čia y, = (n° + 1)/(2n7). Sekos 
(M, ribą rasime, jei apskaičiuosime ribą y,, kai поо . 

lim y, = lim (r^ + 1)/(2n) = lim (1/2 + 1/(2n“)) = 1/2. Taigi seka (M,) 
turi ribą, lygią 1/2. 


90 uždavinys. Žinoma, kad sekos (x,) ir (y,) turi ribas. Sudarysime 
seką x, Yp Xy Yo > Х,, У,» --- Ar ši seka turi ribą? 

Sprendimas. Įrodysime, kad ši seka ribos neturi. Norėdami patvirtinti 
šį teiginį, pateiksime pavyzdį. Tegul x, = 1, y, = -1. Tada lim x, = 1, 
lim y, = -1. Bet seka (z,), kai 2, = (–1)", ribos neturi. 

Dar pastebėsime, kad, jei lim x, = lim y, = a, tai tokiu atveju ir 
lim 2, = a. Iš tikrųjų: |x,- a| < e, kai n > N, ir |y,-a| < & kai n > N,. 
Esant n > N = max (N;N,) |z,- a| < e, t. y. lim z, = a 


91 uždavinys. Žinoma, kad seka (x,) turi ribą. Įrodykite, kad seka y, = 
= X,,,— X, artėja prie nulio. 

Sprendimas. Tegul lim x, = A. Tuomet, esant pakankamai dideliems 
n, turime: |x, - A| < e, čia € > 0 — kiek norima mažas skaičius. Tada іг 
Ix,,,-A| < £, nes л + 1 > n. Vadinasi, pradedant numeriu л, skirtumas 
tarp sekos narių ir skaičiaus A gali būti padarytas kiek norima mažas, t. y. 
x = A+ a, x,, = А + В, čia air B—0, kai ne . Todėl x,,, — x, = (4 + 


FB. В a, t. y. lim (x,,, 7 x,) = 0; lim y, = 0. 


no 


Pastebésime, kad apréZtumas yra bütina sekos konvergavimo salyga. 


92 uždavinys. Raskite ribą: lir (arcsinx)/x. 

Sprendimas. Sakykime arcsinx = t. Tuomet x = sint, kai x0 ir t0. 
Todėl lim (arcsinx)/x = lim t/sint = 1. 

Funkcija f(x) taške x. vadinama tolydine, jei lim f(x) = f(x) arba 
lim fŒ + Ax) - f(o)) = 0. Jei taške x, funkcija turi ribą, tačiau šiame taške 
ji neapibrėžta, tai x, yra funkcijos pašalinamo trūkio taškas. 

Funkcijoms su trūkiais reikalingas papildomas aprašymas. 


93 uždavinys. Ištirkite funkcijos f(x) = (x^ — 9)/(x — 3) tolydumą taške 
x = 3. 
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Sprendimas. lim(x —9)/(х-3) = lim (x + 3) = 6. Jei dabar priimsime 


2 
E „kai x #3; 
Fa) =| *-3 
6, kai x = 3, 


tai gausime funkciją, kuri sutampa su f(x), kai x + 3, ir bus tolydi visoje 
skaičių tiesėje. 


9, LYGČIŲ IR NELYGYBIŲ SU MODULIU 
SPRENDIMAS 


Jų sprendimo metodika: 

— randame išraiškų, esančių po modulio ženklu, šaknis; 

— funkcijos apibrėžimo sritį rastomis šaknimis suskaidome į intervalus; 

— kiekviename intervale sprendžiame duotą lygtį arba nelygybę, iš 
anksto panaikinę modulio ženklus. 


94 uždavinys. Išspręskite lygtį |x - x - 6| — x = 0. 
= = Sprendimas. Trinario, esančio po modulio 
E 4 ženklu, šaknys lygios —2 ir 3. 

2 j 1. Tarkime, kad x € (—; -2). Duotą lygtį šiame 
intervale pakeisime jai ekvivalentiška lygtimi x^ — 2x - 6 = 0. Jos šaknys 
хз = 1+V7. Kadangi x,, daugiau už -2, tai šios šaknys nepriklauso 
nagrinėjamam intervalui — lygtis šiame intervale sprendinių neturi. 

2. Tarkime, kad хє [-2; 3]. Tada x! = 6, x, = +16, x,e[-2; 3], 
x,€ [-2; 3]. Vadinasi, x = V6 — duotos lygties šaknis. 

3. Tegul xe(3; +=) X - X — 6 = 0. х = 1®У7; x€ (3; +), 
x, € (3; +оо). Vadinasi, x = 1+V7 — lygties šaknis. 

Ats.: x = V6,x 21-447. 


95 uždavinys. Išspręskite nelygybę: |2|x| – 6| - |2x - 6| + 2x - 6 > 0. 
Sprendimas. Kai x 2 0: x > 3. Kai x < О: 
1 |-2x - 6| - |2х-6| + 2x - 6 > 0. 
3 0 1. Kai xe (—o; 3): -2х-6 + 2х-6 + 2х-6 > 
> 0; x > 9 — sprendinių nagrinéjamame intervale nėra. 
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2. Kai xe [-3; 0): 2x + 6 + 2x — 6 + 2х-6 > 0; x > 1 — nagrinėjamai 
aibei nepriklauso. 
Taigi nelygybės sprendinys: хє (3; +оо). 


96 uždavinys. Nubraižykite funkcijos y = |x + 1| - үгүт 


1 45 


- |2x - 3| - x * 3 grafika. 
Sprendimas. Išraiškų, esan- 
čių po modulio ženklu, šaknys: 


х=-1,х = 15. 
L у= - 1; 
IL y = 2х + 1; 
Ш. y = -2x + 7. 


97 uždavinys. Raskite funkciją pagal duotą grafiką. 
Sprendimas. Ieškosime funkcijos tokio pavidalo: y = a|x| + bx + с. 


х = 0, х = 2, 


Kai x 2 0: 
> y = l; y = 4. 


Iš ča c = 1 ir 4 = (a + b)2 + 1; 
a + b = 1,5 (*). Kai x < O: y = 1, todėl 1 = -ax + 
+ bx + 1; a = b. Tada i$ (+): а = b = 3/4. Vadinasi, 
y = (3/4)|x| + (3/4 + 1. 


98 uždavinys. Raskite aibę taškų, kurių ko- 
ordinatés tenkina lygtį |y - 1| + [x - 1| = 3. 

Sprendimas. Išraiškų, esančių po modulio 
ženklu, šaknys: x = 1, y = 1. Tiesės y = 1 ir 
x = 1 padalija plokštumą į keturias sritis. 
Kiekvienoje iš šių sričių išskleidžiame modulių 
ženklus: 


x21 x < 1, 
Lys kai | 2y=x+3 kai | 
> у> 1 
г [xs 1, | [x > 1, 
3. y = x - 1, kai ens 4. у = x-3, kai E 


Gauto kvadrato kontūras ir bus ieškoma taškų aibė. 
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99 uždavinys. Raskite aibę taškų, kurių koordinatės tenkina lygtį 
|х-у| = x + y. 

Sprendimas. Išraišką, esančią po modulio 
ženklu, prilyginame nuliui ir nubraižome gautos 
funkcijos y = x grafiką. Tai tiesė, dalijanti plokš- 
tumą į dvi sritis: 1-оје x — y < 0, 2-oje x - y 2 0. 
Atitinkamai 1-oje srityje — + y = x + y (1), o 2-oje 
x-y = x + y (2). Iš (1): x = 0 — pusašės Oy lygtis, 
o i$ (2: y = 0 — pusašės Ox lygtis. Vadinasi, 
ieškoma aibė — pusašių taškų koordinatės. 


4 ç 
t 


Geras pratimas yra toks uždavinys: žinant funkcijos y = f(x) grafiką, 
nubraižyti funkcijų y = f(|x|) ir y = |х) | grafikus. 


100 uždavinys. Raskite lygties |1 - |1 - x|| = a sprendinių skaičių, 
atsižvelgdami į a. 

Sprendimas. Braižome funkcijų y = 
= |1-|1- x|| ir y = a grafikus. Kai 
a < 0, sprendinių nėra. Kai a = 0, du 
sprendiniai. Kai 0 < a < 1, keturi 
sprendiniai. Kai a = 1 — trys sprendi- 
niai. Kai a > 1, du sprendiniai. 


101 uždavinys. Išspręsti lygtį |cos“(x/2) - 1/3| = 3cosx + 1. 

Sprendimas. Kadangi соз (х/2) ~ 1/3 = (1 + соѕх)/2 - 1/3 = (3cosx + 
+ 1)/6, tai (1/6)|3cosx + 1| = 3cosx + 1. Iš čia 3cosx + 1 = 0; x = 
= +агссоѕ(-1/3) + 2nn, n eZ. 


102 uždavinys. Lygtis | – 2x -3| = a 
turi tris šaknis. Rasti a reikšmę. 

Sprendimas. Akivaizdu, kad ši a reikšmė 
lygi — y, čia (xy yy) — parabolės y = x? - 
— 2x - 3 viršūnės koordinatės. x, = 1, y, = 
— -4. Vadinasi, a — 4. 


Siūlome išspręsti lygtį X? — |x + 2| = 2x - |x+1|. Atsakymas: x = 3. 
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103 uždavinys. Rasti funkcijos f(x) = 1/|sinx| + 1/|cosx| mažiausią 
reikšmę. 

Sprendimas. Funkcija apibrėžta, kai x + (nn)/2, n e Z. Jei f(x) > 0, tai 
funkcija f*(x) įgyja mažiausią reikšmę tame pačiame taške, kaip ir f(x). 

f(x) = Шеіпх + 2/(|sinx| |cosx|) + l/cosx = 4/sin2x + 4/|sin 2x| > 
>4 + 4 = 8. 

Lygybė tenkinama, kai |sin 2x| = 1, t. y. esant x = л/4 +(km)/2, k eZ. 
Mažiausia funkcijos f (x) reikšmė lygi 8, todėl mažiausia funkcijos f(x) 
reikšmė lygi x2. 


104 uždavinys. Išspręskite lygčių sistema: 
x^ = Xx — |2 — 2x| - 1, 
3" +756 х 


Sprendimas. Iš antrosios lygties: x > 0. Esant x > 1, pirmoji lygtis įgyja 
pavidalą x^" = 1. Iš čia cosy = 0, y = n/2 + kn, k eZ. Iš antrosios lygties, 
kai x > 1, turime: y^ + y — 6 > 0, y e (—; -3)U(2; +оо). Šiai aibei priklauso 
reikšmės y = п/2 + kn, kai k = 0 ir k >-1. Atitinkamas x reikšmes randame 
iš antrosios lygties. Jei x = 1, tai pirmoji lygtis tenkinama esant bet kokiam 
y, о antroji lygtis įgyja pavidalą y a y, = 3, y, = 2. Esant 
0 « x < 1, pirmoji lygtis įgyja pavidalą x^" = 4x — 3. Kadangi cosy S 1, 
tai X^" 2 x, o 4x - 3 = x + 3(x - 1) < x. Vadinasi, esant 0 < x < 1, sistema 
sprendinių neturi. Taigi turėsime tokius sistemos sprendinius: (1; -3), 
(1; 2), (amem 2 д), k = 1, +2, +3, .. 


105 uždavinys. Išspręskite lygtį |4 - x| = mx. 

Sprendimas. Sprendžiant šį uždavinį 
reikia surasti funkcijos y = |4 —x| ir tiesių 
šeimos y = mx grafikų susikirtimo taškų 
abscises. Remiantis brėžiniu, kur tiesės 
nubrėžtos esant skirtingiems m, gauname: 

a)jei m 2 1, tai lygtis turi vienintelį 
sprendinį, tenkinantį sąlygą 0 < x < 4. 
Vadinasi, šiuo atveju lygtis įgyja pavidalą: 
4-x= mx, x = 4/(m + 1); 

b) jei 0 < m < 1, tai gauname dvi sistemas: 
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x-4= mx, . 4-x= mx; 
x24, » 0<x<4. 
Iš čia x, = 4/(1 - т); x, = 4(1 + т); 
с) jei m = O, lygtis turi vienintelį sprendinį х = 4; 
d) jei m < -1, tai x = 4/(m + 1); 
e) jei -1 < m < O lygtis sprendinių neturi. 


106 uždavinys. Išspręskite nelygybę |x + 5| < ax. 


а) kai 0 < a S 1, sprendinių nėra; 
b) kai a > 1, x = 5/(а - 1); с) kai 
a <-1, x = 5/(a - 1); d) kai -1 <a < 0, 
x, = —5/(а + 1), x, = 5/(а- 1); e) kai a = 0, x = -5. 

Įvertinus brėžinį ir tai, kas pasakyta, gauname: 

a) kai a > 1, x > 5/(a - 1); b) kai 0 < a S 1, sprendinių nėra; c) kai 
-1 < a < 0, -5/(a + 1) < x < 5/(a - 1); d) kai a < -1, x < 5/(a - 1). 


10. DALUMO POZYMIAI. PALYGINIMAI 


Padalyti a iš b, vadinasi, skaičių a išreikšti tokiu pavidalu: a = bg + r, 
kur 0 <r <b. Jei r = 0, tai а: b. Pagal pagrindinę aritmetikos teoremą bet 
kokį natūralųjį skaičių, nelygų 1, galima vieninteliu būdu išreikšti pirminių 
skaičių sandauga. 

Skaičiaus a kanoninis skleidimas: а = p," p? ·...: р. Skaičiai a ir b 
vadinami palyginamaisiais, jei dalijant juos iš skaičiaus m gauname lygias 
liekanas. Šiuo atveju rašoma: a = b(mod m). Tam, kad skaičiai a ir b būtų 
palyginamieji, būtina ir užtenka, kad (a — b) : m. Jei a = b(mod m), tai 
a" = b'(mod т), ne N. 


107 uždavinys. Raskite skaičiaus 16° — 5-8" dalybos iš 3 liekaną. 
Sprendimas. Dalijant iš 3 skaičius 16 palyginamas su 1, — skaičius 5 — 
su (-1), skaičius 8 — su (-1). Todėl duotasis skaičius palyginamas su 
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Sprendimas. Lygtis |x + 5| = ax 
ekvivalentiška dviem sistemoms: 
x+5= ax; x-5= a; 
x > —5, aru x < -5. 


skaičiumi 1° — (-1)ř · (-1)? = 1-1 = 0. Iš to išplaukia, kad duotasis 
skaičius dalijasi iš 3, r = 0. 


Palyginimas pagal modulį m sveikųjų skaičių aibę dalija į klases. Tarp 
skaičių palyginimo savybių paminėsime tokias: jei a = b(mod m) c = 
= d(mod m), tai (a + c) = (b + d)(mod т); ac = bd(mod m). Jei p — 
pirminis skaičius ir а nesidalija iš p, tai bet kokie du eilės a, 2a, 3a, ..., 
(p - 1)a skaičiai nėra palyginami pagal modulį p. Tam, kad skaičius p būtų 
pirminis, būtina ir pakankama, kad (p - 1)! + 1 dalytųsi iš p (Vilsono 
teorema). 

Mažoji Ferma teorema: jei skaičius p pirminis, tai skirtumas a^ - a 
dalijasi iš p. Iš čia, jei a nesidalija i$ p, tai a^! — 1 turi dalytis iš p. 

Jei m = рї'...р , tai pažymėsime g(m) p?" (p, - 1) ... р (p,-1). 
Ši funkcija vadinama Eulerio funkcija. Jei m, ir m, tarpusavyje pirminiai 
skaičiai, tai ф(т,т,) = Ę(m,)o(m,). 

Eulerio teorema: jei a ir m tarpusavyje pirminiai, tai a°% — 1 dalijasi iš m. 

Remiantis šia teorema įrodoma, kad jei skaičiai a ir b tarpusavyje 
pirminiai, tai lygtį ax + by = c visada galima išspręsti sveikaisiais skaičiais, 
be to, x, = са*? + bt, y, = (c/b)(1 — a*?) — at, kur t — sveikasis skaičius. 

Nurodyti teoriniai faktai yra dalumo požymių radimo pagrindas. 


108 uždavinys. Įrodykite, kad jei skaičiai a ir b tokie, kad a > b > 0, 
tai a dalybos iš b liekana ne didesnė kaip a/2. 

Sprendimas. Tarkime, kad a = kb + r, čia k 2 1. Pagal dalybos su 
liekana apibrėžimą 0 < r < b. Kad įrodytume, naudosime prieštaravimo 
metodą. Tarkime, kad r > a/2. Kadangi a - r = kb, tai a- r = kb <a- 
— (a2) = al}, kb S al, ajb > 2k. Tačiau a/b = k + (rib). Todėl k + 
+ (r/b) 2 2k; r 2 kb > b, г> b. Gavome prieštaravimą, nes 0 < r < b. Vadinasi, 
mūsų prielaida neteisinga ir liekana dalijant a i$ b yra mažesnė už a/2. 


109 uždavinys. Įrodykite, kad jei skaičius п (л > 1) nesidalija nei iš 

vieno pirminio skaičiaus, ne didesnio už Vn , tai — n pirminis skaičius. 
Sprendimas. Tarkime, kad n — ne pirminis skaičius. Tuomet jis turi 
daliklių, didesnių už Үп ‚1. y. jel n i p, tai n = qp, p > Үп. Tačiau tada ir 
n iq, ir todėl g > Vn. Taigi gauname prieštaravimą. Todėl skaičius n 
nesidalija nė iš vieno skaičiaus, didesnio už Vn . Pagal sąlygą jis nesidalija 
nė iš vieno pirminio skaičiaus, neviršijančio Хп. , ir todėl jis nesidalija ir né 
iš vieno sudėtinio skaičiaus, neviršijančio Vn . Vadinasi, n — pirminis skaičius. 
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110 uždavinys. Įrodykite, kad, esant bet kokiam n, skaičius л'— n dalijasi 
iš 7. 

Sprendimas. Įrodysime matematinės indukcijos metodu. Kai n = 1: n'- 
-n = 0,0 : 7. Tarkime, kad (k'- k) 7. Tada (k + 1y -(k + 1) = k + 
+ 7 + 2100 + 35k + 350 + 2100 + Tk 1-k-1-2(K-k + (k + 
+ Зк + 5k* + Sk" + 32 + k). Kiekvienas iš šių dviejų dėmenų dalijasi iš 
7 ir pagal matematinės indukcijos principą n’- n dalijasi iš 7, esant 
kiekvienam n. 


111 uždavinys. Raskite dalybos liekanas: a) 2” iš 13; b) 2” + 3° iš 7. 

Sprendimas. a) 2" = (25) = 325. Kadangi 32 = 6(mod 13), tai pagal 
tai, kas buvo pasakyta anksčiau, 32° = 6 (mod 13). 6° = (6) = 36°; 36 = 
= -3(mod 13); (-3) = -27; -27 = -1(mod 13). 2" dalybos iš 13 liekana 
lygi 12. 

b) 2? + 3°” = (2)? + (33? = 8" + 27". Tačiau 8 = 1(mod 7), 27 = 
= -1(mod 7). Todėl 1? + (-1)? = 1 - 1 = 0. Liekana lygi 0, t. y. skaičius 
dalijasi iš 7. 


112 uždavinys. Įrodykite, kad kiekvienas skaičius palyginamas pagal 
mod 9 su savo skaitmenų suma. 
Sprendimas. abc..de = 10'a + 10“'b +... + 10d + e = (99..9a + 


+99.9b +... + 9d) + (a + b + .., + e) (а + b + .. + ey(mod 9). 
n-2 


113 uždavinys. Įrodykite, kad 3л + 2 — tipo skaičiai negali būti tikslūs 
kvadratai. 

Sprendimas. Tarkime, kad 3л + 2 = K^, k e N. Panagrinékime gaunamą 
liekaną dalijant k iš 3. 

1) jei liekana lygi 0, tai k = 3m. 3n + 2 = (3my; 2 = 9m! — Зп. Ši 
lygybė netenkinama esant natūriniams m ir п: dešinioji pusė dalijasi iš 3, 
kairioji — ne; 

2) jei liekana lygi 1, tai k = 3m + 1.3n + 2 = (3m + 1), 1 = 9m^ + 
+ бт — Зп. Ir ši lygtis sprendinių neturi; 

3) jei liekana lygi 2, tai k = 3m + 2. 3n + 2 = (3m + 2); 3n - 
- 9m° — 12m = 2. Kairioji pusė dalijasi iš 3, dešinioji — ne. 

Taigi lygybė 3n + 2 = K“ netenkinama, kai n ir k natūralieji skaičiai, 
vadinasi skaičiai 32 + 2 negali būti tikslūs kvadratai. 
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114 uždavinys. Įrodykite, kad, jei skaičius a^ + b^ + c° dalijasi iš 3, tai 
nors vienas iš skaičių a^ — b^, a^ — c^, b^ — с? dalijasi iš 3. 

Sprendimas. Jei x = 1(mod 3), tai x“ = 1(mod 3). Jei x = 2(mod 3), tai 
x! = 1(mod 3). Jei x = O(mod 3), tai x! = 0(mod 3). Reiškia, esant bet 
kokiam x, x“ = 0 arba 1(mod 3). 

I. Tarkime, kad a^ = O(mod 3). Tada galimi tokie atvejai: а) b? 
= O(mod 3) ir с? = O(mod 3). Tada (а? - с?) = (a! - Б?) = (b? - с?) 
= 0(mod 3). Teiginys teisingas; b) b! = 1(mod 3) ir c^ = О(тоа 3); b’ 
= 1(mod 3) ir с? = 1(mod 3); b? = 0(mod 3) ir с? = 1(mod 3) netenkina 
uždavinio sąlygos, nes tada a^ + b^ + c? nesidalija iš 3. 

II. Tarkime, kad a“ = 1(mod 3). Tada galimi tokie atvejai: а) b! = 
= 1(mod 3) ir с? = 1(mod 3). Tokiu atveju b? — с? = 0(mod 3) ir teiginys 
teisingas; b) b^ = 1(mod 3) ir c^ = 0(mod 3); b° = 0(mod 3) ir c? = 1(mod 3); 
b? = 0(mod 3) ir с? = 0(mod 3) netenkina uždavinio sąlygos, nes tada a^ + 
+ b! + с? nesidalija iš 3. 

Taigi, jei a^ + Б? + с? dalijasi iš 3, tai nors vienas i$ a^ — b^, а? ~ c?, 
b^ — с? skaičių, dalijasi iš 3. 


115 uždavinys. Irodykite, kad triZenklis skaičius užrašytas vienodais 
skaitmenimis dalijasi iš 3 ir 37. 
Sprendimas. Išreiškime nurodytą sąlygoje skaičių per aaa. Kadangi 


ааа = 100a + 10a + а = 111a = 337a, tai šis skaičius dalijasi iš 3 ir 37. 


116 uždavinys. Prie skaičiaus abc prirašomas toks pat skaičius. Įrody- 
kite, kad skaičius abcabc dalijasi iš 7, 11 ir 13. 

Sprendimas. abcabc = 100000a + 100005 + 1000c + 100a + 10b + 
+ c = 1001004 + 100106 + 1001c = 7-11: 13 · 1000 +7-11-13- 10b + 
+7-11-13-c =7-11- 13abc. Teiginys įrodytas. 


117 uždavinys. Įrodykite, kad skaičius, sudarytas iš 300 vienetų ir bet 
kokio nulių skaičiaus, negali būti tikslus kvadratas. 

Sprendimas. Pažymėsime duotą skaičių x. Šio skaičiaus skaitmenų suma 
lygi 300. Jei padarysime prielaidą, kad x = k“, k € N, kadangi x : 3, tai ir 
k? :3. Trys — pirminis skaičius, todėl iš to, kad 0:3, išplaukia, kad k : 3. Bet 
tada k“: 9 ir skaičius x turi dalytis iš 9. O jis nesidalija iš 9, nes jo skaitmenų 
suma lygi 300. Vadinasi, x negali būti tikslus kvadratas. 
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118 uždavinys. Įrodykite, kad т? + 11m dalijasi iš 6, esant bet kokiam 
m eN. 

Sprendimas. Įrodysime naudodamiesi matematinės indukcijos metodu. 
Jei m = 1, tai 1” + 11: 1 = 12, 12 : 6. Tarkime, kad skaičius К + 11k 
dalijasi iš 6. Tada (k + 1) + 11(k + 1) = (E + 11k) + ЗК + 3k + 12 = 
= ( + 11k) + 3(k(k + 1) + 4). Iš dviejų greta stovinčių natūraliųjų 
skaičių vienas — lyginis. Todėl k(k + 1) : 2 ir antras dėmuo dalijasi iš 6. 
O pirmas dėmuo dalijasi iš 6 pagal prielaidą. Iš to išplaukia, kad skaičius 
(k + 1) + 11(& + 1) dalijasi iš 6. Pagal matematinės indukcijos principą 
teiginys teisingas, esant bet kokiam m e N. 


119 uždavinys. Raskite laipsnio rodiklį, su kuriuo skaičius 5 įeina į 
skaičiaus 71! kanoninį skleidimą. 

Sprendimas. Kadangi 5 — pirminis skaičius, tai ieškomas laipsnio rodiklis 
priklauso nuo to, kiek kartų skaičius 5 pasikartoja skaičių 1, 2, 3, ..., 71 
skleidime. Kadangi skaičius 5 įeina į skaičių 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 
45, 50, 55, 60, 65, 70 skleidimą, tai skaičius 5 įeina į skaičiaus 71! skleidimą 
su laipsnio rodikliu 16. 


120 uždavinys. Kai kurie iš 28 popieriaus lapų supjaustyti į 10 dalių, 
paskui kai kurie iš gautų lapų dar supjaustyti į 10 dalių ir t. t. Kada buvo 
apskaičiuotas bendras popieriaus lapų skaičius, pasirodė, kad jų yra 2667. 
Įrodykite, kad skaičiavimas buvo neteisingas. 

Sprendimas. Supjausčius vieną lapą į 10 dalių gaunami papildomi 9 
lapai. Jei supjaustysime п lapų, tai prie turimų 28 lapų prisidės dar 9л lapai 
ir iš viso jų bus 28 + 9n. Kadangi 28 + 9л = (27 + 9n) + 1, tai (28 + 
+ 9n) = 1(mod 3). Tačiau 2667 = 889 · 3 ir todėl 2667 = 0(тоа 3). 
Vadinasi, kad ir koks būtų л, skaičius 28 + 9n negali būti lygus 2667 ir 
skaičiavimas atliktas klaidingai. 


121 uždavinys. Įrodykite, kad jei a = b(mod m) ir m dalijasi iš d, tai 
a = b(mod d). 

Sprendimas. Kadangi m : d, tai tarkime, kad m = kd. Iš a = b(mod m) 
pagal apibrėžimą dalijant a ir b iš m gauname vienodas liekanas: а = 
= mq, + r, b = mą, + r. Vadinasi, a = kdą, + r, b = kdą, + r, t. y. 
a =r(mod d) ir b = r(mod d). Iš čia a = b(mod d). 


122 uždavinys. Įrodykite, kad jei n + 0, tai an = bn(mod mn) tik tada, 
kada a = b(mod m). 
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Sprendimas. 1) Tarkime, kad an = bn(mod mn). Tada ап = mnq, + r ir 
bn = ттд, + r. Atimsime antrą lygybę iš pirmos: an — bn = mną, - mnq; 
n(a — b) = mn(q, - q;). Kadangi n z 0, tai a - b = m(q, - qj, t. y. a = 
= b(mod m). | 

2) Tarkime, kad а = b(mod т). Tada a = mq, + r, b = mq, + r;a — b = 
= m(ą, - 9,). Padauginsime i$ n: n(a - b) = mn(ą, - q, m - n = 
= mn(ą, — q,), t. y. an = bn(mod mn). 


123 uždavinys. Tarkime, kad k — skaičių m ir n mažiausiasis bendrasis 
kartotinis. Įrodykite, kad jei a = b(mod m) ir а = b(mod n), tai a = 
= b(mod k). 

Sprendimas. Tarkime, kad a = kt, + rj, b = Kt, + r, Įrodysime, kad 
r= r,.a— b = К - t,) + (n-ry0sr < k ir 0 < r, < k (ж). Kadangi 
a — b dalijasi iš m ir n, todėl, kad a = b(mod m) ir a = b(mod n), ir 
k(t, — t,) dalijasi i$ m ir n, tai ir r, — r, dalijasi i$ m ir n. Atsižvelgdami į (є): 
r, — r, < k, todėl r, — r, = 0; r, = r,. Iš čia išplaukia, kad a - b dalijasi iš 
k, а = b(mod К). 


124 uždavinys. Įrodykite, kad jei p — pirminis skaičius ir ab = 0(mod p), 
tai a = O(mod p) афа b = O(mod p). 

Sprendimas. Kadangi ab = O(mod p), tai ab = pt. Kadangi ab dalijasi 
iš p, tai arba a, arba b dalijasi iš p, tai ir reikėjo įrodyti. 


125 uždavinys. Įrodykite, kad jei a = b(mod m) ir c = d(mod m), tai 
(a - с) = (b - d)(mod т). 

Sprendimas. Kadangi iš c = d(mod m) seka: -c = -d(mod m), tai 
(a - c) = (b - d)(mod m). 


126 uždavinys. Tarkime, kad m ir n — tarpusavyje pirminiai skaičiai. 
Įrodykite, kad jei an = bn(mod m), tai a = b(mod m). 

Sprendimas. Kadangi ап = bn(mod m), tai an — bn = mt; (a - b)n = 
= mt, ir kadangi skaičiai m ir п tarpusavyje pirminiai, tai a — b dalijasi iš 
m, t. y. a = b(mod m). 

Išspręsime keletą dalumo požymio radimo uždavinių. Kiekvienas skaičius 
A gali būti išreikštas tokiu pavidalu: A = 10", + 10"'a, +... + 10а, + 
+ a, kur ay ау, .., a, — Skaičiaus A skaitmenys. Išnagrinėsime funkciją 
f(x) = ак” + aX” +... + а, x + a, Akivaizdu, kad /(10) = A. 

127 uždavinys. Išveskite dalumo požymį iš: a) 8; b) 2“, kur k > 3; 
с) 25; d) 5%, kur k > 3. 
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Sprendimas. a) Kadangi 10 = 2(mod 8), tai f(10) = f(2)(mod 8). (+) 
Д2) = a2" + a 2 +... + a, 2? a, 2 +a, Kai k 23, skaičius 2“ dalijasi 
iš 8. Todėl skaičius 4 dalysis iš 8, jei i$ 8 dalysis skaičius а, ,4 + a,,2 + а,. 
Iš čia ieškomas požymis: iš 8 skaičius dalijasi tik tada, kai iš 8 dalijasi 
skaičius, lygus keturgubo šimtų skaičiaus, dvigubo dešimčių skaičiaus ir 
vienetų skaičiaus sumai. 

Pasekmė: 1) Iš 2 dalijasi skaičiai, kurių paskutinis skaitmuo dalijasi iš 2. 
2) Iš 4 dalijasi skaičiai, kurių du paskutiniai skaitmenys sudaro skaičių, 
kuris dalijasi iš 4. 

b) Išraiškos (*) kiekvienas dėmuo pradedant nuo pirmo iki to, į kurį 
įeina 2“, dalijasi iš 2“. Tam, kad f(2) dalytųsi iš 2“, būtina ir pakankama, kad 
likusi dėmenų suma dalytųsi iš 2“. Iš čia dalumo iš 2“ požymis: skaičius 
dalijasi iš 2“ tik tada, kai iš 2^ dalijasi suma, sudaryta iš šio skaičiaus vienetų 
skaičiaus, dvigubo dešimčių skaičiaus, keturgubo šimtų skaičiaus ir t. t. iki 
dėmens, gauto padauginus iš 2“! skaitmenį, esantį duotojo skaičiaus 2“ 
vietoje, einant iš dešinės į kairę. 


с) f(10) = 10,10" + 2,10"? +... + a,,) + a, ,10 + a,. Iš čia: iš 25 


n-l 


duotas skaičius dalijasi tik tada, kai iš 25 dalijasi skaičius а, ,a, , sudarytas 
iš dviejų paskutinių duoto skaičiaus skaitmenų. 
d) f(10) = 10*(a,10* + + a.) + a, 10 +.. + а, 10 + a,. 


Išvada: skaičius iš 5* dalijasi tik tada, kai iš 5“ dalijasi skaičius a,,,,---a,,4,, 
sudarytas iš duoto skaičiaus k paskutinių skaitmenų. 
Pasekmė: skaičius dalijasi iš 5, jei jo paskutinis skaitmuo dalijasi iš 5. 


128 uždavinys. Įrodykite dalumo požymius iš 3 ir 9. 

Sprendimas. Kadangi 10 = 1(mod 3) ir 10 = 1(mod 9), tai f(10) 
= (a, + a, +... + a,)(mod 3); f(10) = (a, + a, +... + a,)(mod 9). 

Išvada: iš 3 arba iš 9 dalijasi skaičiai, kurių skaitmenų suma dalijasi iš 
3 arba iš 9. 


129 uždavinys. Įrodykite, kad, kai n kartotinis 4, skaičius 1" + 2" + 3" + 
+ 4" nesidalija iš 5. 

Sprendimas. Pagal Ferma teoremą 1° = 1(mod 5), 2* = 1(mod 5), 3' 
= 1(mod 5), 4* = 1(mod 5). Iš čia 1“, 2“, 3“, 4* palyginami su 1 pagal 
modulį 5, t. y. (1* + 2“ + 3* + 4“) = 4(mod 5). Vadinasi, duotas skaičius 
nesidalija iš 5. 


130 uždavinys. Raskite 23" dalybos iš 19 liekaną. 
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Sprendimas. Pagal Ferma teorema 23" = 1(mod 19). Tada 23“ 
= 1(mod 19); 23"23' = 23(mod 19). Ir kadangi 23 = 4(mod 19), tai 23" 
= 4(mod 19). Liekana lygi 4. 


131 uždavinys. Raskite 1979“ dalybos iš 37 liekaną. 

Sprendimas. Pagal Ferma teorema 1979“ = 1(mod 37). Tada 1979" * 
= 1(mod 37); 1979** = 1979' 51979; 1979% = 1979(mod 37) ir, kadangi 
1979 = 18(mod 37), iai ieškoma liekana lygi 18. 


0-1 


Aukščiau mes įvedėme Eulerio funkciją: ф(т) = р ^ :(p,- 1): pg X 
X(p,-1), jei m = pi"... рі ir jei skaičiai p, ir p, yra tarpusavyje pirminiai, 


tai ф(рур,) = Фф(р,)Ф(р,). 


132 uždavinys. Apskaičiuoti q(1001), ф(343), ф(1000). 

Sprendimas. 1001 = 7- 11: 13, 343 = 7; 1000 = 2'. 5 Todėl 
Ф(1001) = 9(7)9(11)9(13) = 6 · 10 · 12 = 720; Ф(343) = o) = 7 - 
- 7 = 294. ф(1000) = Ф(225°) = Ф(22)ф(5°) = (2° - 2)(59 — 52) = 400. 


133 uždavinys. Raskite du paskutinius skaitmenis skaičių: a) 2'% b) 9". 

Sprendimas. a) 2'°° = (2'°)'® = 1024". Dalijant skaičių iš 100 liekana 
lygi skaičiui, sudarytam iš dviejų paskutinių dalinamojo skaičiaus skaitme- 
nų. Jei r — matinis skaičius, tai 2? = r (mod 100); 1024™ = 24" (mod 100); 
24" = (247)? = (576)? = (500 + 76)" = 76“(mod 100); 76° = 
= (762)? = 76*(mod 100); 76° = 76%% = 76"76(mod 100); 76776 = 
= 76*76(mod 100); 76576 = 76°76 (mod 100); 7676 = 76(mod 100). Vadinasi, 
du paskutiniai skaičiaus 2" skaitmenys lygūs 76. 

b) Kadangi skaičiai 9 ir 100 tarpusavyje pirminiai, tai pagal Eulerio 
teoremą 9%!% = 1(mod 100). g(100) = ф(2°5°) = g(22)g(52) = (2? - 2)x 
x(5* – 5) = 40. 9" = 1(mod 100). Tarkime, kad 9° = 9*9 = 81*9. Kadangi 
9" = 1(mod 100), tai 9" = 9(mod 100). Vadinasi 9511919 = (gsm? = 
Ра дөң 100); (o унн» * 981819 mod 100); (95)? - 9" *(mod 100); 
(9"* = 9'(mod 100); 9° = (9 = 729°; 9° = 29'(mod 100); 29° = 24389; 
29° = 89(mod 100). Vadinasi, paskutiniai du skaitmenys bus 89. 


Išspręsime keletą uždavinių didžiausiajam bendrajam dalikliui (DBD) 
rasti. 


134 uždavinys. Įrodykite, kad DBD(a, b) = DBD(a - b, b). 
Sprendimas. Jei d — skaičių a ir b bendrasis daliklis, tai a - b dalijasi 
i$ d. Todėl d — a — b ir b bendrasis daliklis. Tarkime, kad d — a -bir b 
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bendrasis daliklis. Tada ir (a — b) + b = a dalijasi i$ d, t. y. d — a ir b 
bendrasis daliklis. 


135 uždavinys. Raskite skaičių 2n + 3 ir n + 7 DBD. 

Sprendimas. DBD(2n + 3, п +7)  DBD(n +7, n-4) = DBD(n-4, 11). 
Bet 11 — pirminis skaičius ir ieškomas DBD lygus 1 arba 11. Jei n – 4 = 11k, 
t. y. n = 11k + 4, tai DBD lygus 11, o jei ne — 1. 


136 uždavinys. Įrodykite, kad trupmena (12n + 1)/(30n + 2) 
nesuprastinama. 

Sprendimas. DBD(12n + 1, 302 + 2) = DBD(12n + 1, 18n + 1) = 
= DBD(12n + 1, бп) = DBD(6n, 1). Vadinasi, skaičiai 12n + 1 ir 30n + 2 
tarpusavyje pirminiai ir trupmena nesuprastinama. 


137 uždavinys. Įrodykite, kad skaičius dalytusi iš 11, reikia, kad skirtumas 
tarp sumos skaitmenų, esančių lyginėse vietose, ir tarp sumos skaitmenų, 
esančių nelyginėse vietose, dalytusi iš 11. 


11. LYGCIU SPRENDIMAS SVEIKAISIAIS 
SKAIČIAIS 


Lygties aX" + a, X" +... + ax + a, = O sveikosios šaknys yra laisvojo 
nario dalikliai. Būtina ir pakankama pirmojo laipsnio neapibrėžtosios lygties 
ax + by + c = 0 išsprendimo sąlyga: DBD(a; b) = 1. Jei (xy; у,) — vienas 
šios lygties sveikųjų sprendinių, tai visi kiti sprendiniai randami iš aritmetinių 
progresijų, kurių bendrieji nariai turi tokį pavidalą: x = x, — bt, y = y, + at, 
kur t = 0, +1, +2, ... Vieno sprendinio (xç; yọ) radimas susijęs su trupmenos 
a/b skleidimu grandinine trupmena, ką mes pademonstruosime kiek vėliau. 
Smulkiau apie tokių lygčių sprendimą žr. J. Solovjovo straipsnyje 
„Neapibrėžtos pirmojo laipsnio lygtys“ („Kvant“, 1992. Nr. 4, p. 42). 

Anksčiau įrodytas teiginys DBD(a, b) = DBD(a - b, b) parodo, kad 
Euklido algoritme iš pradinių skaičių a ir b galima gauti tik au + bv pa- 
vidalo skaičius, čia u ir v — sveikieji skaičiai. Todėl ir DBD(a, b) turi turėti 
tokį patį pavidalą, t. y. d = au + bv. Iš čia skaičiai a ir b bus tarpusavyje 
pirminiai tik tada, kai egzistuos tokie sveikieji u ir v, kad au + bv = 1. 

Jei x = a — lygties f(x) = O šaknis, tai f(x) dalijasi iš (x - a) be liekanos; 
f(x) = (x — a) : g(x) ir dabar ieškosime lygties g(x) = 0, kurios laipsnis 
žemesnis už ankstesnės, šaknų. 
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138 uždavinys. Raskite visas lygties 2 + 3⁄2 – 11x — 6 = 0 sveikasias 
šaknis. 

Sprendimas. Kaip jau buvo minėta, lygties sveikosios šaknys yra tarp 
skaičiaus 6 daliklių, t. y. gali būti tik +1, +2, +3, +6. Patikrinę įsitikiname, 
kad skaičiai 2 ir —3 yra šios lygties sprendiniai, o kitu sveikųjų šaknų nėra. 

Analogiškai įrodoma, kad lygtis 5x + 3x + 5x! – 2х2 = O neturi sveikų- 
jų sprendinių (patikrinti savarankiškai). 


139 uždavinys. a,, a;, ..., a, , — sveikieji skaičiai. [rodykite, kad lygtis 
X + ак! +... + a, X = 1 turi natūraliąją šaknį tik tada, kai a, + a, + 
+... ba, = 0. 

Sprendimas. Jei duotoji lygtis turi sveikąsias šaknis, tai tik 1 arba —1. 
Jei ieškome natūraliųjų šaknų, tai gali būti tik 1. Todėl jei ši lygtis turi 
natūraliąją šaknį, tai 1 + a, +... + a,, = Lt. y. a, + a, +... + а, = 0. 

Tegul dabar a, + а, + ... + a, , = O. Įrodysime, kad 1 — duotosios lygties 
šaknis. [statysime a,, = — a, — a, — .. — а, 3 į duotąją lygtį: х" + ax” + 
+ ax" +... + a, + (= a, - a,-— ...— a, = 1; x + a(x- x) + 
+ a,x"? — x) +... + a, (X -x) = 1. Akivaizdu, kad 1 — šios lygties šaknis. 


140 uždavinys. Raskite visus sveikuosius lygties x — y? = 3 sprendinius. 
Sprendimas. Kadangi x — y! = 3 @ (x - y) (x + y) = 3, tai sveikuosius 


sprendinius rasime spręsdami sistemas: 


x-y=1, „{х-у= -1, paa La s. 
1) х+у=3; 2) x + y = -3; 3) x+y y; 9 х+у=-1; 
х = 2, x = -2, | 2, 1 

yi у=-1. у= oL ys 


141 uždavinys. Raskite visus sveikuosius lygties 2х + xy = 7 sprendinius. 

Sprendimas. x(2 + y) = 7. Taigi galimi atvejai: x = +1, x = +7. Kaip 
ir anksčiau, nagrinėdami keturias sistemas, randame sprendinius: (1; 5), 
(-1; -9), (7; -97), (-7; -99). 


142 uždavinys. Įrodykite, kad lygtis х? - 22 + 8z = 3 neturi sveikųjų 
sprendinių. 

Sprendimas. x negali būti lyginis skaičius, kadangi dešinioji lygties pusė 
nesidalija iš 2. Vadinasi, x = 2k + 1. Tada (2k + 1) -2y + 8 = 3; 
4k? + 4k — 2y° + & = 2; 2k(k +1)-y" + 4: = 1. Kaip matome, ir y P an 
būti lyginis skaičius. Todėl y = 2n + 1. Tada 2k(k + 1) - (2n + 1) + 
+ 4 = 1; k(k + 1) - 2n(n + 1) + 2z = 1. Kadangi k(k + 1) — dviejų iš 
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eilės einančių skaičių sandauga, tai ji dalinasi i$ 2. Todėl kairioji lygties 
pusė dalijasi iš 2, o dešinioji — nesidalija. Vadinasi, lygtis neturi sveikųjų 
sprendinių. 


143 uždavinys. Išskleiskite grandinine trupmena: 
1) 127/52; 2) V2 + 1; 3) V3. 


Sprendimas. 
1) 17-2. 8 = 2+ 02+ = 2+—— 
= 2 + —— 2+ 
23 23 34 L 
1+ < 
5 


Gautas skleidimas ir vadinamas baigtine grandinine trupmena. 
Panagrinėsime tokią procedūrą. Atmetę grandininės trupmenos paskutinę 
grandį (+) ir gautą išraišką pertvarkę į paprastąją trupmeną gauname: 


1 2 17 2 1 
2 + —— = 4 —— M 


subendravardiklinsime: 127 : 9-52. 22 + 1 = 0. Lygindami šią išraišką 
su lygtimi 127x — 52у + 1 = 0, gauname, kad x = 9 ir y = 22 — šios lygties 
sprendiniai. 

Toks ir yra lygties sveikųjų sprendinių, remiantis grandininėmis trupme- 
nomis, radimo būdas. 


у ыйы э жые ai I| = A 
42 +1 1 1 
2 + ———— 2+-— 
2+(V2-1) 2+(V2-1) 
Toliau tęsdami gauname: 
Teit. 
2+ 
2+ : 
24. 


Belieka prie abiejų lygybės pusių pridėti po 1. 
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2 1 
3) V3 =1+(3-1 = 1+ sti - 
43 +1 43 +1 
2 
1+ : 214 : 214 : = 
24 (53 - 1) ҮЗ -1 1 
14 i Au =s: 
2 2 43 +1 
= 1 + : 214 : - 
i4 : 14 i 
TUE E реА SN 
Үз +1 43 +1 
2 
1 
————á ENDO RR RR A 
14 1 
ME NS 
T 43 -1 
2 


144 uždavinys. Raskite visus sveikuosius sprendinius lygčių: 
a) Зх + 5y = 1; b) 13x + бу = 5; c) 14x - 8y = 7. 
Sprendimas. a) Išskleiskime i grandinine trupmena: 


Atmeskime šios grandininės trupmenos paskutiniąją grandį, i , іг gautąją 


trupmeną paverskime paprastąja: 
1 


кез 
pee t 
1 


Skirtumas 3- - 1 = = po bendravardiklinimo duoda: 3 : 2 -5:1 = 1; 


3: 2 + 5 · (-1) = 1. Palyginę šią lygybę su duotaja lygtimi, matome, kad 
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x = 2, y = -1 — lygties sprendiniai. Iš to, kas buvo pasakyta anksčiau, visi 

likusieji sprendiniai randami iš formulių: x = x, — bt, y = y, + at, kur t€ Z. 

Mūsų atveju x, = 2, y, = -1, a = 3, b = 5. Todėl x = 2-5, у = -1 + 3t. 
13 1 


b) Išskleisime grandinine trupmena: €^ 2- ru Iš čia 13: 1 + 


+ 6- (-2) = 1. Padauginsime šią lygybę iš 5: 13 · 5 + 6: (-10) = 
Vadinasi, x, = 5, y, = -10. a = 13, b = 6. Todėl x = 5 - 6t, y = -10 + 13t, 
teZ. 

с) Ši lygtis sprendinių neturi: kairioji lygties pusė dalijasi iš 2 neatsižvel- 
giant į x ir y, o dešinioji — ne. 


145 uždavinys. Raskite sveikuosius lygties (3x - 1)(х + 2+ y) = + 1 
sprendinius. 
Sprendimas. Esant sveikiesiems x, skaičius 3x - 1 s 0, todėl 


2 
+ 
11 


: . Dešinioji pusė — sveikasis skaičius, todėl x^ + 1 


dalijasi i$ 3x — 1, jei duotoji lygtis turi sveikąjį sprendinį. Bet, esant tai 
pačiai x reikšmei, ir skaičius 9( + 1) turi dalytis i$ 3x — 1. Bet 


96 +9 _ (9X - 1) + 10 = 3⁄ + 1 + 10 | 
"eed 3x-1 3x-1 


Vadinasi, 10 turi dalytis iš 3x - 1. Taip bus, kai x = 0, 2, -3. Įstatę šias x 
reikšmes į duotąją lygtį, gauname, kad lygtis turi vienintelį sprendinį 
x = -3, y = 0. 

Dabar panagrinésime situaciją, kada lygtys išsprendžiamos sveikaisiais 
skaičiais (diofantinės lygtys). 


146 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą: 


sin (14x + 3n) = 1, 


cos (9x + 2 = 0. 


Sprendimas. Iš pirmosios lygties randame: х = – 2 тк; ; keZ; iš 
antrosios: x = m* y , leZ. Išsiaiškinsime, kokiems k ir Laurel 


sutampa: — T + = = EE Zl. 9k — 7] = 2. Išsprendę šią lygtį randame: 


ng“ ЖО, ые 
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t /t 
ш pan m arba x= 1 + m, tez. 


Iš čia x=- гє — ы 8 


147 uždavinys. Raskite sveikuosius lygties x^ + y? = x + y + 2 sprendinius. 

Sprendimas. Padauginsime iš 4 ir išskirsime pilną kvadratą: (2x - 1) + 
+ (27-1) = 10. Е čia (2x - 1! = 9 ir (y - 1) = 1 arba x - 1 = 1 ir 
(2y - 17 = 9. Nagrinėdami šiuos atvejus, gauname: 
x= 0, 

= -1. 


x = 2, x = 1, 


lI 
2 


у=1; y = 2; y 
148 uždavinys. Pirminiais skaičiais išspręskite lygtį х? ~ 2y“ = 1. 
Sprendimas. Kadangi 2y“ — lyginis skaičius, tai x turi būti nelyginis. 

Toliau 22 = ж? - 1; 2y? = (x - 1)(x + 1). Vadinasi, dešinioji pusė dalijasi 

iš 4. Bet tada y dalijasi iš 2 ir todėl y = 2, kadangi y turi būti pirminis 

skaičius. Tada 8 = (x - 1)(x + 1). Iš čia x = 3. 


149 uždavinys. [rodykite, kad lygtis x — Зу = 17 neturi sveikųjų šaknų. 

Sprendimas. Galimi trys atvejai. 

1) x = 3k. (3k)? - 3y? = 17. Kairioji lygties pusė dalijasi i$ 3, o deši- 
nioji — ne. Vadinasi, x negali būti trijų kartotinis. 

2) x = 3k +1. (3k + 1)! - 3у = 17; 9k? + 6k – 3y° = 16. Pagal tai, kas 
buvo ką tik pasakyta, x negali būti ir tokio pavidalo. 

3) x = 3k + 2. (8k + 2) - Зу = 17; 9K? +12k - 3y! = 13. Sprendinio 
nėra. 

Šie trys atvejai apima visas x reikšmes. Vadinasi, duotoji lygtis sveikųjų 


sprendinių neturi. 


12. LYGTYS IR NELYGYBĖS SU PARAMETRAIS 


Sprendžiant realiuosius uždavinius, remiantis matematiniais modeliais, 
įdomiausia yra atsakymo priklausomybė nuo tam tikro parametro. 

Sprendžiant lygtis ir nelygybes su parametru, tenka išsiaiškinti, su ko- 
kiomis parametro reikšmėmis uždavinys turi sprendinius, ir visoms para- 
metro reikšmėms rasti visus sprendinius. 
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Jei su kokia nors parametro reikšme lygtis ar nelygybė neturi prasmės, 
tai esant tai parametro reikšmei sprendinių nėra. 


150 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu: 


Sprendimas. Kai а = -2, lygtis neturi prasmės. Kai (а + 2)х > 0: 
(a + 3k = 2(a + 2) 5; (a + 3x = 2a - 1. Kai a = —3, lygtis neturi 
sprendinio. Kai a + -3, x = 2а = 
neturi. dii 


.Kaia = > x = 0 ir lygtis sprendinio 


Taigi, kai а = —2, lygtis neturi prasmės; kai a = -3 іг a = > lygtis 
sprendinio neturi; kai a z - 3; 22; i lygtis turi vienintelj sprendinj x = 


= 24-1 
а+3` 


151 uždavinys. Išspręskite nelygybę x atžvilgiu: 
2х-1__х+1_ „4-3 
m+1 2m-1) m-1` 
Sprendimas. Kai т = +1, nelygybė neturi prasmės. 
1) Tegul т < -1. Padauginsime duotaja nelygybę iš m^ — 1 > 0: 2(2x- 1) х 
x(m - 1) - (x + 1)(т + 1) > 2(2x - 3)(т + 1); (m + 9x < 3m + 7. 
а) Kai -9 < m < -1, m + 9 > 0, x < m P ty: xe us t T ly 
m+9 m+9 
b) Kai m = -9,0 - x < -20 — nelygybė sprendinio neturi. 
с) Kai m < -9, m + 9 < 0; x > m t La xe = Un 
m+9 m + 9 
2) Tegul -1 < m < 1. Tada m - 1 < 0; (m + 9x > 3m + 7; m + 9 > 
3m +7 3m + 7 
, t. y. хє(——; 
+9 m+9 
3) Tegul m > 1. Tada m — 1 > 0, (m + 9k < 3m + 7, m + 9 > 0; 
3m +7 .3m + 7 


,t y. xe(-os; E 
9 4 ( P 


+e). 


+e). 


x < 
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3m + 7. 
m+9' 


Taigi: kai m < -9, xe( +); 


kai m = — 9, nelygybė sprendinių neturi; 

kid = a l aeta i y 
m + 9 

kai m = —1, nelygybé neturi prasmés; 


Kisse Р 2, 
m+9 


kai m = 1, nelygybė neturi prasmės; 
kai m > 1, хє(-; +» 
m+9 


+оо); 


152 uždavinys. Išspręskite lygtį atžvilgiu x: 
(т – 2x _ _m+2 2° +m+1 
m-1 т-1 (m-1x ` 
Sprendimas. Kai m = 1, duotoji lygtis neturi prasmės. Padauginsime 
lygtį iš (m — 1)x * 0: (m – 2)“ - (m - 1x = (m + 2k - (2X + m + 1), 
mx! — (2m + 1x + (m + 1) = 0. 
Kai т = 0, gauname: 0х? - x + 1 = 0. Lygtis turi vieną sprendinį x = 1. 
Kai m + 0, gausime kvadratinę lygtį. Apskaičiuosime diskriminantą: 
D = (2m + 1y - 4m(m + 1) = 1. 
2m * 1x1, т+1 
CTS ет 
Viena iš šaknų lygi 0, kai m = -1. Vadinasi, kai m = -1, lygtis turi vieną 
šaknį x = 1. 
Taigi, kai m = 1, lygtis sprendinių neturi; 
kai m = 0 ir т = -1, lygtis turi vieną sprendinį x = 1; 


Xi2 


m + 1 


kai m + 0 ir m +- 1, lygtis turi du sprendinius: x, = 1; x, = 


153 uždavinys. Išspręskite nelygybę x atžvilgiu: х? + 3ax — a > 0. 

Sprendimas. Kairiosios nelygybės pusės kvadratinio trinario diskrimi- 
nantas lygus D = 922 + 4а = a(9a + 4), jo šaknys a, = — 2, а, = 0. Каі 
а <- a D > 0 ir trinaris x? + Зах - a turi dvi šaknis: 


61 


_ За + V 9а? + da 


12 
| 2 
ir duotosios nelygybės sprendiniai yra už šaknų, t. y. 


-3a – V 9а? + 4a -3a + V 9а? + 4a 
хе 51а EET PEE e) (9). 


Kai a = — а, D = 0 ir trinaris turi šaknį x = 2 ir nelygybės sprendinys: 


x € (—; 2) G; +оо). Kai — 5 <a < 0, D < 0 ir trinaris šaknų neturi. 
Siame intervale trinario Zenklas nekinta ir уга teigiamas. Todél sprendiniai 
bus x e R. Kai a = 0, D = 0 ir trinaris turi viena šaknį x = 0. Šiuo atveju 
nelygybės sprendiniai: x € (—%; 0)U(0; +). Kai a > 0, D > 0, trinaris turi 
dvi šaknis ir sprendiniai bus (*). 

Taigi, kai а < - 9 ir kai а > 0, sprendiniai bus 


-3a — V 9a? + 4а, , -3a + ү 9а° + 4а | 


Є —оо; UI °°); 
x e (=; ==, Mc ) 
kai a = -$ , sprendiniai bus x € (—es; 206; +оо); 
kai — 4 < a < 0, sprendiniai bus x € R; 


kai а = 0, sprendiniai bus x € (—; 0)u(0; +оо). 
154 uždavinys. Išspręskite lygtį Mtx + a-x= 2Va 22. 
Sprendimas. Jei a < 0, tai arba a + x, arba a — x mažiau už nulį, o 
neigiamo skaičiaus lyginio laipsnio šaknis neegzistuoja. Vadinasi, kai а < 0, 
lygtis sprendinių neturi. Tegul dabar a 2 0. Duotąją lygtį galima perrašyti taip: 


ба + x -YAa-xy- 0. Iš čia Va + x = Va -x ; x = 0. Taigi, kai a < 0, 
lygtis sprendinių neturi; kai a > O, lygtis turi vienintelį sprendinį x = 0. 


155 uždavinys. Su kokiomis 2 reikšmėmis ne- 
lygybė (a^ + 2a — 3x + За? — a – 14 < 0, teisinga 
visiems x « 0? 

Sprendimas. Sudarysime funkciją f(x) = (a^ + 
+ 2a – 3x + За? - a - 14. Koeficientui prie x 
galimi trys atvejai: 


1) а + 2a -3 = 0, a, = —3, а, = 1; f(-3) = 16 > 0, Д1) = -12 < 0. 
Salyga tenkina tik a = 1. 

2) а? + 2a - 3 > O. Intervaly metodu randame šios nelygybės sprendi- 
nius: а € (—; 3)U(1; +eo); 322 — a – 14 = 0, kai a, = 2, а, = 25, 
Uždavinio sąlygą tenkina 1 < а < 21. 

3) а2 + 24 - 3 < 0. Ši nelygybė tenkinama, kai -3 < a < 1. Bet, kaip 
matome iš brėžinio, esant šioms a reikšmėms galima taip parinkti x, kad 


f(x) > 0. 


Taigi visiems x < 0 duotoji nelygybė teisinga, kai 1 <a < 21 š 


156 uždavinys. a) Rasti visas parametro a reikšmes, su kuriomis abi 
lygtys x? + 3x + a = 0 ir x! — 3x + a = 0 turi po dvi skirtingas šaknis ir 
tarp pirmosios lygties šaknų nėra nė vienos antrosios lygties šaknies. 

b) Rasti visas parametro a reikšmes, su kuriomis abi lygtys x^ — 2x — 
— За = 0 ir x! — 3x + 2a = 0 turi po dvi skirtingas šaknis ir tarp pirmosios 
lygties šaknų yra abi antrosios lygties šaknys. 

с) Rasti visas parametro a reikšmes, su kuriomis abi lygtys x“ – 2x – 
-3a = 0 ir x! - 4x + За = O turi po dvi skirtingas šaknis ir tarp pirmosios 
lygties šaknų yra viena (mažesnė) antrosios lygties šaknis. 

Sprendimas. a) Pirmoji iš duotųjų lygčių turi skirtingas šaknis 


-3 + N9- 4a ; 
h = — Җ < x,, kai a < 21. 
Antroji lygtis turi skirtingas Saknis 
TOG x, < x,, kai a <21. 


Taigi, kai а € (—; 2) (1), abi lygtys turi po dvi skirtingas šaknis. 

Uždavinio sąlygą tenkina paveikslėliuose parodytas šaknų išsidėstymas. 
Todėl iš anksčiau gautų a reikšmių reikia išsirinkti 
tokias, su kuriomis 1) x, < x,, arba 2) x, < x,, arba х, Xx 
3) x, < x, ir x, < x, 

1) Panagrinésime atvejį, kai x, < x, 


x; x 


КЕНСЕ: = x, x x, Zx, 
a9 -A* 3-N9-4a 
2 2 , 


iš čia a > O ir atsižvelgiant į (1): a e (O; 21). 


х, х, 2, T, 
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2) Jei x, < x, ui 09-е а «22250-0, 8-4 «3 


sprendinių nėra. 
3) Dabar patikrinsime, ar tenkinamos sąlygos x, < x, ir x, < x, 


дм бер... -3-V9- 41 


2 2 ' 
-3* 9-44 3* Y9- 4a 
2 2 ` 


Pirmoji sistemos nelygybė neturi sprendinio. 

Taigi uždavinio sąlygą tenkina a e (0; 21). Pavyzdžiui, galime paimti 
a = 2. Gausime x, 22; x, = -1; x, = 1; x, = 2 ir x, < x,. 

b) Pirmoji iš šių lygčių turi skirtingas šaknis x,, = 1 + V1+3a,x, < x» 
kai a > — 3 Antroji lygtis turi skirtingas šaknis 


aks WU TIL 
2 8 
Taigi, kai a € (- i; iL) (1), abi duotosios lygtys turi po dvi skirtingas 
šaknis. Uždavinio sąlygą tenkina paveikslėlyje parodytas šaknų išsidėsty- 
mas. Vadinasi, iš rastų a reikšmių reikia išsirinkti 
tokias, su kuriomis x, < x, ir x, < x, 


V9-8a < 211 + За + 1, 
1 < 2V1 + За - W9 – 8а. 


zT Ty = І, 


Spresdami pirmąją šios sistemos nelygybę, gauname: 9 - 8a < 4(1 + 
+ 3a) + 4+ 3a + 1; 1 -5a < V1+3a. Pažymėsime 1 + 3a = t, t > 0. 
„1 


dai m ; 3 + 51-8 > 0; t e (1; +). Iš čia a > O ir atsižvelgiant į (1): 


a e (0; 1L) (2). Išspręsime antrąją sistemos nelygybę: 1 < 4(1 + 3a) - 
- 4V(1+ 3а)(9 – 8а) + 9 – 8a; 4X(1+ 3a)(9 - "i < 12 + 4a; a(25a - 
-13) > 0. niti iO aet š B ; 15) (3). Iš (2) ir (3): | 


ae d ; lc b. Tai ir yra ieškomosios a йш. 
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Įsitikinsime, kad kai a = 1, x, = -1; x, = 3; x, = 1; x, = 2 Ir x, < x, 
x 06. 
c) Pirmoji lygtis turi skirtingas šaknis 


1 


TIRE ,cxdkias-l. 


X12 2 

Antroji lygtis turi skirtingas šaknis x,, = 2 + V4- За, x, < X, kai 
a< 1 

"Taigi, kai a є (- 1; 15) (1), abi duotosios lygtys ж Zs я, 2, 


turi po dvi skirtingas šaknis. 
Uždavinio sąlygą tenkina paveikslėlyje parodytas šaknų išsidėstymas. 
Todėl iš (1) reikia išsirinkti tas a reikšmes, su kuriomis x, < x, < x, < x, 


Lot. 2- 44-3a , 
Q)| 2-4-3a «хлам. 


LE cay BCN. 


Išspręsime šios sistemos pirmąją nelygybę. 2V4 — За < V1+8a + 3; 
É - 1 


6 - 20а < 6V1+8a. Pažymėsime V1+8a = t, t > 0; a = E X 


5? + 121-17 > 0. Iš čia t > 1, a > O ir atsižvelgiant į (1): a є (0; 12) (3). 
Išspresime antrąją sistemos (2) nelygybę. 3 < 2/4—3а + Ү[+8а;а-2 < 
< X(4 — 3a) (1 + 8a) . Nelygybė tenkinama su visomis a reikšmėmis iš 
apibrėžimo srities: a € (- 5 15) (4). Išspręsime trečiąją sistemos (2) nelygybę: 
J1+84 < 3 + 24-32; 5a — 6 < 3V4- За . Pažymėsime V4—3a = t, 


2 
t> 0; a = 5з + 9-2 > 0. Iš čia / > Ба < 1È . Atsižvelgdami 


į():ae(- 5 ; 12) (5). AtsiZvelgdami j (3), (4) ir (5), randame sistemos 
(2) sprendinius: a e (0; 13. Sis intervalas ir yra uZdavinio sprendinys. 
Isitikinsime, kad, kai a = 1: x, = -1; x, = 2; x, = 1; x, = 3 ir x, < x, < 


€ x. < X. 
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157 uždavinys. Su kokiomis parametrų a ir b reikšmėmis funkcijos 


2 
Дх) = I reikšmės nepriklauso nuo x? 
X+br+a 
Sprendimas. 
2 2 
FG) = b(a - 1) + 2(а-1х+ bo = D 0) s Qiu Yk 


(X + bx + a) 
x? + bx + а s 0. Vadinasi, f(x) nepriklauso nuo x, kai а = 1 ir b — bet koks 
arba, kai b = O ir a = -1, nes šiais atvejais išvestinė lygi nuliui visoje 
apibrėžimo srityje. 


158 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą 
2 
a-1' 
4 


кеу) cae og a oes 


sinx + siny = 2- 


Sprendimas. Iš antrosios lygties sin x · siny = 2“ 


3 sin x ir siny galima 


laikyti lygties (a — 1)z“ - 2(a - 2)z + a - 3 = 0 šaknimis. Iš čia z, = 1, 


2, = 2—3. Akivaizdu, kad -1 < 2751. E sa a > 2. 

а- a- 
Išvada: kai a < 2, sistema sprendinių neturi; 
kai a 2 2, 

л 

= 2 tkm, 
x 2 T 
y = (-1)'агсѕіп 2 — 3 + nx 
arba 
x = (-1) arcsin 2 — 3 + kx, 

а-1 k. ne Z. 

y= > + nn, 


159 uždavinys. Su kokiomis a reikšmėmis funkcijų y = 2ax + lir y = 
= (a – 6)x“ - 2 grafikai nesikerta? 
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Sprendimas. Susikirtimo taško nebus, kai atitinkama lygčių sistema netu- 
rés sprendinių. Panaikinę y, gausime: (a — 6) - 2ax - 3 = 0; D = 4d? + 
+ 12(a – 6). Turi būti: D < 0, a, = -6, a, = 3. Vadinasi, a є (- 6; 3). 


160 uždavinys. Su kokiomis parametro а reikšmėmis lygčių sistema 


(x -2a - 1 + y! = (a + 1), 
y = 2х 


turi 4 sprendinius? 


Sprendimas. Įstatysime y^ reikšmę iš antrosios lygties į pirmąją: (x - 
- 2a - lY + 2х = (a + 1); ж - 4ах + За? + 2а = 0. Sistema turės 4 
sprendinius, jei ši lygtis turės dvi šaknis, t. y. turi būti D > 0, ir, kadangi 
2x = у?, tai abi šaknys turi būti teigiamos. D = 44° — 8а; a(a - 2) > 0. Iš 
čia a > 2. 


161 uždavinys. Su kokiomis a reikšmėmis lygtis ax“ - (a^ + 3x + 2 = 0 
turi du realius skirtingų ženklų sprendinius? 

Sprendimas. Lygtis turės dvi skirtingas šaknis, jei D > 0. D = (a^ + 
+ 3) – 8а = a" + ба? — 8а + 9. Šaknys bus skirtingų ženklų, jei sutvarkytos 
lygties laisvasis narys bus neigiamas. Kadangi turi būti dvi šaknys, tai a #0; 
< 222 x + 2 0. 

a a 

Turi büti: 2 < 0, a < 0. Šiuo atveju ir 8а < 0, t. y. D > 0. 
Taigi, kai а < 0, lygtis turi dvi skirtingų ženklų šaknis. 


162 uždavinys. Su kokiomis a reikšmėmis lygtis ax“ — (3a – 3)х + 4a -4 = 
= 0 turi dvi realias šaknis, viena kurių didesnė už 1, o kita mažesnė už 1? 
Sprendimas. Lygtis turės dvi skirtingas šaknis, jei D > 0, D = 9(a ~ 
- 1y- 16a(a - 1) = -(a - 1)(7a + 9), (а – 1)(7а + 9) < 0;a € (12 ; 1) (1). 
Kadangi viena šaknis turi būti didesnė už 1, o kita — mažesnė, tai 1 є [x; 
x;] ir, kai a > 0, f(1) < 0, o, kai a < 0, f(1) > 0. Vadinasi, sąlyga šaknims 
bus tenkinama, jei a · f(1) < 0, kadangi a ir f(1) ženklai skirtingi. Išsprę- 
sime šią nelygybę: f(1) = a - (3a — 3) + 4a - 4 = 2a - 1; a(2a – 1) < 0, 
„1 

a € (0; 2) (2). 
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Kadangi intervalas (2) priklauso intervalui (1), tai, kai 0 < a < 5 


duotoji lygtis turės dvi šaknis, viena kurių didesnė už 1, kita — mažesnė. 

Pastaba. 

Net iš geometrinių samprotavimų matyti, kad 
lygtis x! + px + g = O turi dvi skirtingas teigiamas 
šaknis tik tada, kai tenkinamos sąlygos: diskriminan- 
tas teigiamas, t. y. p^ - 4q > 0; koeficientas p < 0, 
kadangi parabolės viršūnės abscisė x, > 0, o pati 
viršūnė yra apatinėje pusplokštumėje; laisvasis narys g > 0, kadangi para- 
bolės ir OY ašies susikirtimo taškas yra viršutinėje pusplokštumėje. 

Pažymėsime, kad lygtis x? + px + g = 0 turi dvi 
skirtingas šaknis, kurios didesnės už tam tikrą skai- 
čių a, tik tada, kai diskriminantas D = p - 4q > 0, 


parabolės viršūnės abscisé x, = — Д > а, pati vir$ü- 
nė yra apatinėje pusplokštumėje, parabolė kerta tie- 
sę x = a taške, kuris yra viršutinėje pusplokštumėje, 

t. y. a^ + pa + q > 0. 

Lygtis х? + px + q = 0 turi dvi skirtingas šaknis, 
kurios mažesnės už tam tikrą skaičių a, tik tada, kai 
diskriminantas D = p° ~ 44 > 0, parabolės viršūnės 
abscisė x, = — P <a, pati viršūnė yra apatinėje pus- 
plokštumėje, parabolė kerta tiesę x = a taške, kuris 
yra viršutinėje pusplokštumėje, t. y. а? + pa + q > 0. 

Lygtis x! + px + q = 0 turi dvi skirtingas šaknis, 
kurioms x, < a < x, tik tada, kai diskriminantas D = 
= p° - 44 > 0, parabolė kerta tiesę x = a apatinėje 
pusplokštumėje, t. y. а? + pa + q < 0. 

Išnagrinėsime pavyzdį: Rasti visas a reikšmes, su 
kuriomis lygtis 22 – (4a + 2x + a° — a = 0 turi 
šaknis, tenkinančias sąlygą x, < a < х,. 

Pagal tai, kas ką tik buvo pasakyta, ši sąlyga tenkinama, jei 24 – (4а + 
+ 2)а + а-а < 0. Iš čia a(a + 3) > 0, a e (—e; -3)U(0; +оо). 


163 uždavinys. Kvadratinės funkcijos y = ах? + bx + c grafikas atkerta 
dviejose lygiagrečiose tiesėse atkarpas 4B ir CD. Įrodykite, kad tiesė, ei- 
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nanti per tu atkarpų vidurius, lygiagreti ordinačių 
ašiai (tokia tiesė vadinama parabolės skersmeniu). 

Sprendimas. Kadangi AB||CD, tai šių tiesių 
lygtys turi vienodus krypties koeficientus. Tegul 
taiy = kx + miry = kx + п. Taškų A ir B abscises 
rasime, jei atsižvelgsime į tai, kad А ir B — para- 
bolės ir tiesės susikirtimo taškai: 


y = aX + bx + c, 

y = kx + m; 

ax + bx + c = kx + m; 

2+ Реку фс т =o. 
а а 


Šios lygties šaknų (šaknys egzistuoja, nes tiesė kerta parabole) suma 


lygi x, + x, = - 2—4 . Jei О,— atkarpos AB vidurys, tai šio taško abscisė 


x= m. Todėl x = – 224 (1). Taškų C ir D abscises randame iš sąlygos: 


y = aX + bx + c, 
y = Kx + n; 


ё+^=К„х+„с=п „(у 
а а 


b-k 


Šios lygties šaknų suma lygi x, + x, = – „Jei O, — atkarpos CD 


: -— > x, + X 
vidurys, tai šio taško abscisė x, = 2-——— 


a 
š b-k 
. Todėl Xo ninm "m (2). Iš (1) 


ir (2) matome, kad taškų G ir O, abscisės lygios. Vadinasi, jie yra tiesėje, 
lygiagrečioje ašiai Oy. 


13. NELYGYBĖS. EKSTREMUMAI. VERTINIMAI 


164 uždavinys. Tegul a ir b — stačiojo trikampio statinių ilgiai, o c ir 
h — įžambinės ir į ją išvestos aukštinės ilgiai. Kokią didžiausią reikšmę 
gali įgyti dydis Š h ? 
a+b 
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Sprendimas. Pažymėsime o smailųjį trikampio kampą. Tada а = c : sing, 
b = c: cosa. Kadangi a : b = h c, tai 


= — = —— = csing cosg . 
ë c 
— c+h c + csing cosa 1 + sino cosa 
Pažymėsime y = . Tada y = ——— = ——— . 
a+b csina + ccosa sina + cosa 


Ištirsime šią funkciją ekstremumo atžvilgiu. 

1 + sina cosa 

(sina + cosa)? ` 

Kadangi a є (0°; 90°), tai 1 + sina cosa z 0 ir y' = 0, kai cosa — sina = 0, 
t. y. а = 45°. Praeinant šį tašką išvestinė keičia ženklą iš + į —, todėl šiame 
taške funkcija turi didžiausią reikšmę. Surasime ją: 

c+h _ 1 + sin45°cos45°_ 3V2 


а+ь sin 45° + cos 45? 4 


y' = (cosa — sina) 


165 uždavinys. Apie kvadratinį trinarį f(x) = ax“ — ax + 1 žinoma, kad 
Ах) < 1, kai 0 < x < 1. Raskite didžiausią galimą a reikšmę. 

Sprendimas. Atkarpos [0; 1] galuose funkcija įgyja lygias reikšmes, f(0) = 
= f(1) = 1. Taigi ekstremali reikšmė pasiekiama taške x, = i ir lygi AB) = 
= la - la +1= 4—4. Kadangi |А) |< 1, tai 1 <4—4<1;0 <а<8. 
Todėl didžiausia a reikšmė lygi 8. 


166 uždavinys. Įrodykite, kad jei iškilojo penkiakampio kampų dydžiai 
sudaro aritmetinę progresiją, tai kiekvienas jų didesnis nei 36°. 

Sprendimas. Jei pažymėsime mažiausią kampą a, tai likusieji kampai 
didėjimo tvarka bus lygūs: a+d, a+2d, a+ 3d, a + 4d, kur d — aritmetinės 
progresijos, sudarytos iš duotojo penkiakampio kampų dydžių, skirtumas. 
Kadangi penkiakampio vidinių kampų suma lygi 540°, tai а + (a+d) + 
+ (a+2d) + (a+3d) + (a+4d) = 540°, a + 24 = 108°. Darome išvadą, kad 
trečias pagal dydį kampas lygus 108°. Jei teigsime, kad a < 36°, tai a = 
= 108° - 2d < 36°; d > 36°. Kadangi pats didžiausias kampas lygus a + 
+ 4d = (а+24) + 2d = 108° + 2d, tai gauname, Каа 24 > 72° ir а + 
+ 4d > 180°, t. y. gauname, kad iškilojo penkiakampio vienas kampas 
didesnis nei 180°, ko negali būti. Gauname prieštaravimą, vadinasi, mūsų 
prielaida nėra teisinga ir kiekvienas iš kampų turi būti didesnis už 36“. 
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167 uždavinys. Keturkampio plotas lygus 1. Kokią mažiausią reikšmę 
gali įgyti jo įstrižainių ilgių suma? 

Sprendimas. Keturkampio įstrižaines pažymėsime d, ir d,. Pirmiausiai 
rasime mažiausią sandaugos 4,4, reikšmę. Jei kampas а — kampas tarp 
įstrižainių, tai keturkampio plotas lygus $ = 544, sina; S = 1; dd, = 


= z . Dešinė dalis įgauna mažiausią reikšmę, jei sina = 1 (0 < а < > 


Vadinasi, mažiausia 4,4, reikšmė lygi 2. Dabar pasinaudosime nelygybe 
d, + d, 2 244,4, . Suma d, + d, įgauna mažiausią reikšmę tada, kai 
sandaugos d,d, reikšmė yra mažiausia, t. у. kai 4,4, = 2. Taigi mažiausia 
įstrižainių ilgių sumos reikšmė lygi 2V2 . 


168 uždavinys. 9 vienodi plunksnakočiai kainuoja 11 litų ir keletą cen- 
tų, o 13 tokių pat plunksnakočių — 15 litų ir keletą centų. Kiek kainuoja 
vienas plunksnakotis? 

Sprendimas. Tarkime, kad vienas plunksnakotis kainuoja x litų. Pagal 
uždavinio sąlygą 11 < 9x < 12 ir 15 < 13x < 16. Iš čia 11/9 < x < 12/9 
ir 15/13 < x < 16/13. Subendravardiklinsime šias trupmenas: 143/117 < x < 
< 156/117 ir 135/117 < x < 144/117. Pavaizduosime šias atkarpas skaičių 


tiesėje. 
Vadinasi, 143/17 < x < MA; ZO зү y, 
# 


1222. < x < 1,2307. Todėl x = 1,23. ff? M 17 17 
Vadinasi, vienas plunksnakotis kainuoja 1 lita ir 23 centus. 


169 uždavinys. Raskite visus lygčių sistemos 


x + y = 2, 

xy-z = 1 sprendinius. 

Sprendimas. 

x+ y = 2, 

xy = 1+ г, 

Jei x — kvadratinės lygties viena i$ šaknų, o y — jos antroji šaknis, tai 
pagal Vijeto teoremą ši lygtis bus u^ — 2u + (1 + 2°) = 0. Dviejų šaknų 
egzistavimo sąlyga: D 2 0 (kai D = 0, šaknys tarpusavyje lygios). D = 4 – 
-4(1 + 22) =-47;7<0.Iščiaz = 0. Tada u, = u, = 1. Vadinasi, sistema 
turi tik vieną sprendinį (1; 1; 0). 
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170 uždavinys. Tarkime, kad a, b, c — trikampio kraštinės, P — jo 
perimetras. Įrodykite nelygybes: РЗ < a“ + b^ + с? < P?2. 

Sprendimas. Pasinaudosime aritmetinio ir geometrinio vidurkio sąryšiu: 
“ЗУ 2 Vuv , u > 0, > 0. Tada a° + b° > 2ab, a! + c! > 2ac, b! + c! > 2bc. 
P! = (a + b + cy = (а + b + c) + (ab + 2ас + с) < (à + b’ + 
+ c) + (а + b?) + (а + c) + (b? + с) = 3(à + b + +); Р? < З(а? + 

2 
+ b? + с?); + < (a! + b° + с?). Norėdami įrodyti antrąją nelygybę, pasinau- 
dosime tuo, kad kiekviena trikampio kraštinė mažesnė už kitų dviejų suma: 
Ь+ с> аа+с> Ба+Ь> c. P? = (a+ b+ с) = (а + b + с) + 
+ ((ab + ac) + (ab + bc) + (ac + bc)) = (à! + b° + c) + a(b + c) + 
+ b(a + c) + c(a + b) > (а + b° + c) + aa + ЬЬ + cc = (a + 
2 
+ b! + с) Р? > 200 + b) + с) а + 1+ с < £ Nelygybė įrodyta. 


171 uždavinys. Kiek daugiausia sekmadienių gali būti metuose? 

Sprendimas. Tarp iš eilės einančių septynių dienų viena — sekmadie- 
nis. Kadangi 365 = 52 : 7 + 1 ir 366 = 52 : 7 + 2, tai bet kokiuose metuose 
sekmadienių ne mažiau kaip 52. Tačiau egzistuoja metai, kai prisideda dar 
vienas sekmadienis, t. y. daugiausia sekmadienių metuose — 53. 


172 uždavinys. Ar galima iškeisti 25 rublius į vieno rublio, trijų rublių 
ir penkių rublių vertės kupiūras taip, kad gautume 10 kupiūrų? 

Sprendimas. Paimsime tiek m vieno rublio, л trijų rublių, p penkių 
rublių vertės kupiūrų, kad būtų teisingos lygybės: m + n + p = 10, m + 
+ 3n + 5р = 25. Jei iš antrosios lygties atimsime pirmąją, tai gausime lygtį 
2n + 4p = 15, kuri neturi sveikųjų sprendinių, nes jos dešinioji pusė, kitaip 
nei kairioji, iš 2 nesidalija. Todėl nurodytu būdu 25 rublių iškeisti negalima. 


173 uždavinys. Ant ilgos juostos vienas žaidėjas kas 25 cm rašo kryžiu- 
kus, o kitas — kas 36 cm — nuliukus. Ar gali kryžiukas ir nuliukas atsidurti 
1 cm atstumu vienas nuo kito? 

Sprendimas. Uždavinys sudaro vienos iš lygčių 25x — 36y = 1 arba 
25x - 36y = -1 sprendimas sveikaisiais skaičiais. Apie tokio tipo lygčių 
sprendimą jau buvo kalbėta (Euklido algoritmas, paprastosios trupmenos 
skleidimas grandinine). Kadangi 25 · 13 - 36 · 9 = 1, tai kryžiukas ir 
nuliukas gali būti 1 cm atstumu vienas nuo kito. 
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174 uždavinys. Ar galima su skriestuvu ir liniuote 19? kampą padalyti 
į 19 lygių dalių? 


Sprendimas. Iš duotojo kampo viršūnės, kaip iš cen- 8 
tro, brėžiame bet kokio spindulio apskritimą ir jame 6 | 
dar 18 kartų atidedame stygą AB. Kadangi 19 · 19° = 


А 
= 361°, tai mes galėsime nubrėžti 1° kampą, іг surasi- 


me būdą, kaip duotąjį kampą padalyti į 19 lygių dalių. 


175 uždavinys. Kokiu atveju indėlininkas per 10 metų gaus daugiau 
pinigų: jei bankas priskaičiuoja 5% per metus ar jei priskaičiuoja Ž % per 
mėnesį? 

Sprendimas. Jei į banką padėta A litų, tai iš procentų formulės A(1 + 


+1 0 у” kur p — procentas, n — metų skaičius, ve kad kas metus 
skaičiuojant procentus po 10 metų suma "ше A(1 + i )" litų, o skaičiuo- 
uo E 
a . Irodysime, kad 1 + 106 « 
< (1+ A" are Bernulio nelygybe: (1 + x)' > 1 + nx, kur 
>L > = = 3 
х> 0, п 10+ 1 my) 1 +12.: 1200 1 + i00 
Galima daryti vada, 1 kad sumažinus išmokėjimo terminus ir proporcin- 


jant duce kas mėnesį — A(1 + —— 


gai sumažinus procentą, indėlininkas gaus daugiau. 


176 uždavinys. Keletas dėžių kartu sveria 10 t, be to, kiekviena iš jų 
sveria ne daugiau kaip 1 t. Kiek mažiausiai reikia trijų tonų sunkvežimių, 
kad vienu kartu būtų galima išvežti visą krovinį? 

Sprendimas. Keturių sunkvežimių mažai, nes jei imsime 13 vienodų 


u 


dėžių, tai kiekviena svers — 3! ir į vieną sunkvežimį bus galima pakrauti ne 


daugiau kaip 3 dėžes. da keturiuose sunkvežimiuose tilps 12 dėžių, o 
mes turime 13. Penkių sunkvežimių užteks, kadangi į kiekvieną sunkvežimį 
galima pakrauti ne mažiau kaip 2 t krovinio: jei pakrausime mažiau kaip 
2t, tai galėsime pridėti dar vieną dėžę. Tada į penkis sunkvežimius galima 
pakrauti ne mažiau kaip 10 t. Taigi užtenka penkių sunkvežimių. 


177 uždavinys. Ar galima iš taško O nukreipti į erdvę 15 spindulių taip, 

kad kampas tarp bet kurių dviejų spindulių būtų didesnis kaip 60°? 
Sprendimas. Imsime R spindulio sferą su centru O ir kiekvienam spin- 
duliui sudarysime kūginį paviršių su viršūne O ir kampu tarp sudaromosios 
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ir ašies 30°. Kiekvieno sferinio segmento plotas lygus 5, = 2xRA, kur — 
y aukštis, h = R(1 - cos 30°) = К(1- $, Kokia visos жй ploto 
= 4nR' dalį sudaro segmento plotas? S, : s. = 1 5 - 3) = . Taigi 


kai kurie i$ 15 sferinių segmentų būtinai susikirs ir й dii du spinduliai 
sudarys kampą, mažesnį kaip 60°. 


178 uždavinys. Rasti visus a ir b, su kuriais lygtis 3x + ax! + bx + 
+ 12 = O turi šaknį 1 + V3. 

Sprendimas. Jei 1 + V3 — duotosios lygties šaknis, tai turi būti: 
3(1 + 3) + a(1 + BY + b(1 + N3) + 12 = 0; (42 + 4a + b) + 
+ V3(18 + 2a + b) = 0 (+). Skaičius V3(18 + 2a + b) turi būti iracio- 
nalusis, jei 18 + 2а + b = 0, kadangi priešingu atveju jį galima būtų 
parašyti kaip paprastąją trupmeną, bet tada toks pats pavidalas egzistuotų 
ir skaičiaus ҮЗ, kas prieštarauja šio skaičiaus iracionalumui. Iš to išeina, 
kad lygybė (*) galima tik su sąlyga, kad kiekvienas dėmuo lygus 0. Iš čia 


42 + 4а + b = 0, 
18+2а+Ь=0. а=-12,Ь = 6. 


179 uždavinys. Ar teisinga lygybė V45 + 292 - N45 - 29V2 = 242 ? 

Sprendimas. 

Kairiąją lygybės pusę pakeisime į V45 + 2902 + Vas - 45 ir pažymė- 
sime ją x. Pakelsime x kubu, prisiminę, kad (a + b) = a° + b^ +3ab(a + b); 
x = 29V2 + 45 + 2982 - 45 + 3xV(29V2)? — (45)? ; sugrupuosime: x^ + 
+ 21x - 5802 = х? - 205402 + 20402 - 22: 202 x + 29x — 29 · 202 = 
= x (x - 2/2) + 2V2 x(x - 22) + 29(x - 202); x? + 21x - 58V2 = 
( + 22x + 29)(х — 2V2) = 0. Kvadratinis trinaris negali būti lygus 0, nes 
jo diskriminantas D < 0, todėl x = 20. Lygybė teisinga. 


180 uždavinys. Kuris skaičius didesnis: 7° ar 8°? 
91 
Sprendimas. Įvertinsime santykį = pasinaudodami Bernulio nelygybe: 
» _ 1 l „1 1 1 
S. = Ž = =(1+ 91: =)= =: 14 = 2. 
108 таж а> аж) 1 


Todėl 8” > 7”. 
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181 uždavinys. Kuris skaičius didesnis: 2" + 37 + 4" ar 10°? 

Sprendimas. 

2" + 3" + 42 = 2"(1 + Эт + ip- = 211 + 3(1 + 2" + 25) > 
> 2"2" = 2“. Kadangi 25 = 29.2". 2° > 10° 4107-10 = 10", tai 2" + 
+30 + 4° > 10'. 


182 uždavinys. Kuris skaičius didesnis: 7° + 15' ar 6' + 16° 

Sprendimas. lg 75 m 1518 7 > 15 : 0,84 = 12,6 > 12,48 = 16: 0,78 > 
> 16lg 6 = Ig 6“. Todėl 7 > 6". Ig 157 = 716 15 > 7 -1,17 = 819 > 726 = 
= 6+ 1,21 > 6lg16 = Ig 165. Todėl 157 > 16“. Vadinasi, 75 + 157 > 6 + 16°. 


Nelygybių įrodymas — tai menas. 

Iš aritmetinio ir geometrinio vidurkio sąryšio = b > dab išplaukia 
(irodykite): 

a) 1 + х2 Nx, 

b) x+ +> 2, 


+ 
9 Ys 


d) 26" + y) > @ + уу, 


ә +52 4 


2 2 2 2 2 
X +y, X F Z 2 ty > 
25-2 xa z, — 22у, 
gausime: x^ + y! + 22 2 xy + yz + zx. Iš čia (įrodykite): 


a) ху + yz + zx >хЧут + yix + zyx, 


o) +4 +-1>-1-+-1-+-1_, 


J f w k “Хи 


24121 2Zyy+y+z 
& Жж y 


d) ⁄ + y? + 1 > xy + x + y, 
+ y + 
e) (F > 30 + x= + а), 


f) (ху + yz + 2) 2 3xyz(x + y + 2). 
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Kadangi pagal tai, kas buvo pasakyta anksčiau, x* + у + 2° = (x) + 
+ (VV + Gy > ху + у + 220; xy + уг + 220 = (ху) + (угу + 
+ (2) > ху: yz + yz ` Zx + Zx ` Xy; Xy ` уг + yz ` Zx + Zx ` Xy = ху(х + 
+ y + 2), tai x! + y! + z! 2 xyz(x + y + 2). 

Jei x, y, z — teigiami skaičiai, be to, x + y + z = 3, tai x! + y + 22 2 
> x + y + z (įrodykite). 

Sudaugine akivaizdZias nelygybes E E > Ххуги ir 
Жел. 
X y z 
Geytzeu(l-elelol)yois 


+ Ll 2 ir , Kur x, y, z, и — teigiami skaičiai, gauname: 


Daugelis nelygybių su teigiamais skaičiais sprendžiamos panaudojant 
Koši nelygybę. Pavyzdžius mes jau matėme, štai dar: 
a) а? + a + b > 3ab, 
b) jei aja,...a, = 1, tai a, + a; + <. + a, > n, 
а, а, a, 
Oz ty takų a 
Bet kokiems realiesiems skaičiams teisinga Koši-Buniakovskio nelygy- 
bė: (a,b, + ab, + .. + ab) < (a! + а; +.. + abi b; +.. + b.) 
plačiai naudojama nelygybėms įrodyti. Įrodykite: 
а) (a, + a, +... + a) < п(а + a? + ... + aD, 
b) jaa, + ag, +. + aa, | Sai + a +... + а, 
c) a + b! + c! > арса + b + с), 
d) jei a, + a, + ... + a, = b, + b, +.. + b, = 1, tai 
1 1 1 n 
k RB ab, e 2 


п п 


183 uždavinys. Įrodykite, kad, kai a > 0, (а? + La +1+ 1) > 6. 


Sprendimas. Kadangi, kai a > 0, a + i 2 2, tai 
bud ax Ag d 

(at1t5j-(at5)*)022*1 3; a` + 222 

Todél duotoji nelygybé teisinga. 

184 uždavinys. a,, а„ ..., а, — teigiami skaičiai. [rodykite, kad 


p" + у> 
а, 


1 
(a, + a, +... + aX + n 
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Sprendimas. Pagal Koši nelygybę: a, + a, + ... +a, 2 nNaja,...a, (1) 
1 1 1 (11 1 А А ; 
y t 2; + ... + а) >п aue (2). Sudauginę (1) ir (2) gausime 


reikalingą nelygybę. 


185 uždavinys. a,, а,, ..., a, — teigiami skaičiai. Įrodykite, kad 
ау йу, а; ау, 2241 DEP + а, * a, > 2n. 

a; a, а, а, 

Sprendimas. Kairėje nelygybės pusėje уга л dėmenų, todėl jei skaitiklį 
panariui padalysime iš vardiklio, tai gausime 2n dėmenų. Pagal Koši ne- 


lygybę: 


2л 2.2 
a a a,a,...a 
l+ — +... + — + — > 2л Li = 2л. 
а а, 2 4,05..., 


186 uždavinys. Kai kurie duotosios taškų aibės taškai sujungti atkarpo- 
mis. Įrodykite, kad atsiras du tokie taškai, iš kurių išeina po lygiai atkarpų. 

Sprendimas. Jei turime л taškų, tai iš kiekvieno taško gali išeiti nuo 0 
id n-1 atkarpų. Kiekvienam taškui priskirsime skaičių, parodantį, kiek 
atkarpų išeina iš to taško. Jei teigtume, kad nėra dviejų taškų, iš kurių 
išeina vienodas skaičius atkarpų, tai visi taškai turėtų skirtingus numerius — 
nuo 0 iki 1-1. Bet, jei yra taškas su numeriu 1-1, tai neturi būti taško su 
numeriu 0. Todėl turi būti taškai su vienodais numeriais, nes numerių yra 
n-1, o taškų л. 


187 uždavinys. Įrodykite, kad sin 6° > 1 

Sprendimas. Pirmiausia rasime sin 18°. Iš formulės sin Зх = 3sinx — 
- 4sin'x (+) randame: sin 54° = 3sin 18° — 4sin'18“. Kita vertus, sin 54° = 
= cos36? = cos (2 · 18°) = 1 — 2sin'18*. Todėl 1 — 2sin218° = 3sin 18° — 
- 4sin'18*; 4sin'18? — 2sin^18? — 3sin 18° + 1 = 0. Pažymėsime sin 18° = t. 
Aišku, kad 0 < + < 1, 4^ - 27 - 31 + 1 = 0; (t - 1)(t SE 
x(t xh = 0. Vadinasi, sin 18? = =A -1 Dar kartą ET A 


formule (+): sin 18° = 3sin6° — 4sin'6“. bids sin б = x 0 < x < i ; 


Tada Зх – 4X = 5-1 ко > 0,296. Funkcija y = Зх — 4x intervale 
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[0; H didėja, kadangi jame y' = 3 - 12 > 0. Kai x = 0,1: y = 03 - 
- 0,004 = 0,296 < === zl . Vadinasi, turi būti x > 0,1, t. y. sin6? > 0,1. 


188 uždavinys. Rasti sveikąją dalį skaičiaus 


1 1 a de 1: 
talta + —— 

б Зи 5 

10 0 10 10 

Sprendimas. Kadangi | <1 S 1, 13 < -$ < р, 15 < ш, 


o Р fU. 3. m 


16 15 15' 18 35 17? tai susumavę gauname: 


1 1 1 
1+ + — + — = I 
De +4 16 0) <х<1+ 1006 + 4+ E 
37«x« AR Iš to išeina, kad [x] = 3. 
i i 1.4.7.10. .100 <1 
189 uzdavinys. ]rodyti nelygybe 3.69 12" 10 ^10 
1.4. . 100 ру 3.6.9... 102 
Sprendimas. Pažymėsime x = 3 6" 1 ir 4 7 10 103 
_1. inasi Ligi 
Kadangi x < y, tai x < xy = 1037 Vadinasi, x < 103 < 10 


190 uždavinys. Rasti funkcijos y = sinx · sin Зх didžiausią reikšmę. 

Sprendimas, y = sin x : (3sinx — 4sin'x) = 3sinx — 4sin'x. Pažymėsime 
sin'x = t, y = – 4t? + 3t. Ši funkcija turi didžiausią reikšmę kai t = ži ir ji 
lygi E 


191 uždavinys. Rasti skaičių x = [V1] + [V2] +... + [V10000] (+). 

Sprendimas. Kvadratinė šaknis traukiama iš n^ pavidalo skaičių. Ka- 
dangi (n + 1 — п? = 2n + 1, tai tarp [Vn] ir [V(n+1)?] sumoje (+) yra 
(2n + 1) dėmuo, kiekvienas lygus n. Taigi trijų dėmenų sveikoji dalis lygi 
1, penkių dėmenų — 2, septynių dėmenų — 3 ir tt. Todėl x = 1: 3 + 
+2:5+3:7 +... + 99 · 199 + 100 = (1 + 2) + (2 + 8) + (3 + 18) + 
+ ... + (99 + 19602) + 100 = (1+2 +... + 99) +2 (1+4 + 9 + 
+ ... + 99") + 100. Kadangi n pirmųjų aritmetinės progresijos narių suma 
(1 + nn 

2 


„0 jų kvadratų suma — 14" + 1)(2n + 1) 


lygi = 
tai x = At > 241 222109 18 + 100 = 661750. (Žr. 733 užd.) 
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192 uždavinys. Jei x > 0, y > 01г(п-1)х+ y = p,n e N, tai sandauga 
x“ y turės didžiausią reikšmę, kai x = y = +. Įrodykite. 

Sprendimas. y = p - (n – 1)x. Tada f(x) = ху =*"(p- (п - 1)х); f (x) = 
= (n - 1x"? (p - nx); f(x) = 0, kai x = Р. Isitikiname, Каа tai maksimumo 
taškas, y = p - (n - nf - P. Teiginys jrodytas. 

Išvada. Dviejų teigiamų dauginamųjų, kurių suma pastovi, sandauga 
pasiekia didžiausią reikšmę tada, kai tie dauginamieji lygūs. 


193 uždavinys. Jei x > 0, y > 0, xy = a — pastovus skaičius, tai suma 
x + y pasiekia mažiausią reikšmę tada, kai tie dauginamieji lygūs. Įrodykite. 

Sprendimas. 1) Kadangi x + y 2 2Уху , tai x + y 2 2a ir suma x + y 
turi mažiausią reikšmę 240. 


| +у= 2xa, 
Xy = a. 
Iš čia x = y = va. 
2) Tegul x = y ir xy = a. Įrodysime, kad suma x + y šiuo atveju bus 
mažiausia. Kadangi x = y, tai ху = xX = а, x = Aa. x + y > 24у ; 
x+ y> 2va . Vadinasi, 24а — mažiausia sumos x + y reikšmė. 


194 uždavinys. Įrodykite, kad neegzistuoja tokie racionalieji skaičiai r, 
ir r,, kuriems teisinga lygybė Nr, + Yn = V2. 

Sprendimas. Pirmiausia įsitikinsime, kad V2 — iracionalusis skaičius. 
Tarkime, kad taip nėra, tegul 12 = н, kur т ir п — sveikieji skaiciai, be 


to, trupmena 2 nesuprastinama. Paskutiniąją lygybę pakelsime kubu: 2 = 
3 


= m ; 2n = m°. Kadangi kairioji lygybės pusė dalijasi iš 2, tai dešinioji 

n 
pusė turi dalytis iš 8. Bet tada ir п turi dalytis iš 2. Tai prieštarauja teiginiui, 
kad m ir n — tarpusavyje pirminiai skaičiai. Taigi 23 — iracionalusis skai- 
čius. Analogiškai įrodomas ir skaičiaus Ñ iracionalumas. 

Tarkime, kad lygybė Vr, + vr, = v2 teisinga. Pakelsime ja kubu: 
rr, + 3r Nr, + 3r Nr, + rr, = 2; (т, + 3r;)Nr, + (r, + Зуу = 2. 
Skaičiai m = r, 3r, ir n = r, + 3r, racionalieji. Lygybę түн, + nVr, = 2 
pakelsime kvadratu: mr, + 2mnwNry, + n'r, = 4. 
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2 2 
Iš čia Vr, = 2221-15 
Nr, + Vr, = 12 pakelsime kvadratu: r, + 2Nr.r, +r, = V4. Šios lygybės 
kairėje pusėje yra racionalusis skaičius, dešinėje — iracionalusis. Gavo- 
me prieštarą. Vadinasi, su racionaliais r, ir r, lygybė Vr, + Nr, = V2. ne- 
teisinga. 


„t.y. Үгү, — racionalusis skaičius. Lygybę 


14. FUNKCIJOS. GRAFIKAI. LIESTINĖS. 
INTEGRALAS 


Jei funkcija monotoninė intervale (a; b) ir neturi trūkio taškuose a ir b, 
tai ji monotoniné intervale [a; b]. 


195 uždavinys. Jei x > 0, tai sinx < x. 

Sprendimas. Kai x > 1, nelygybė akivaizdi. Išnagrinėsime intervalą 
[0;1] ir funkciją f(x) = x - sin x tame intervale. f'(x) = 1 – cosx ir, kadangi 
nurodytame intervale 1 — cosx > 0, tai f(x) didėja intervale [0;1]. Darome 
išvadą, kad mažiausia jos reikšmė šiame intervale lygi f(0) = 0, ir todėl 
f(x) > 0, t. y. sinx < x. 


196 uždavinys. Nubraižykite funk- 
2х + 1 
х+1 
Sprendimas. Sios funkcijos grafikas 
2x +1 
х+1 gra: 
fiko, veidrodiškai atspindėjus jo dalį, 
esančią žemiau Ox ašies, tos ašies at- 
žvilgiu. 


cijos y = | | grafiką. 


gaunamas iš funkcijos y = 


Kadangi y = Il =2- — tai šios funkcijos grafikas gaunamas 


pastumiant hiperbolę y = — -h per 2 vienetus j viršų išilgai Oy ašies. 
x 


Asimptotės bus tiesės y = 2 ir x = -1. 
197 uždavinys. Grafiškai išspręskite nelygybę |22 - x| - x > 0. 
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Sprendimas. |х? - x| 2 x. Nubraižysime 
funkcijų y = x ir y = |х? - x| grafikus. Iš sąly- 
gs x = X — x rasime šių grafikų susikirtimo 
taškus: x, = 0, x, = 2. Nelygybę tenkina tos x 
reikšmės, su kuriomis tiesė yra ne aukščiau 
kreivės, t. y. x > 2 arba x < 0. Taigi xe(—e; 0]u 
U[2; +). 


198 uždavinys. Du keliai susikerta stačiu kampu. 
Link sankryžos juda du automobiliai: vienu keliu — 
60 km/h greičiu, kitu — 80 km/h. 12-4 valandą abu 
automobiliai yra 10 km nuotoliu nuo sankryžos. Kokiu 
momentu atstumas tarp automobilių bus mažiausias? 
Kur bus automobiliai šiuo momentu? 

Sprendimas. Tegul 12-а valandą automobiliai yra taškuose A ir B, 
ОА = ОВ = 10 km. Tarkime, kad po + valandų atstumas Š tarp automobilių 
lygus 5 = A,B,; AA, = 60t; BB, = 80t; OA,= 10 - 60r; OB, = 10 - 80r. 


А,В, = qao- 602)? + (10 - 802) = т\б - 2y - x . Pošaknio reiškinys 


įgys mažiausią reikšmę, kai 10r — i =0; t = £ h = 8 min 24 s. Tada 


Sun iN i = 2 (km). Per nurodytą laiką + automobiliai nuvažiuos: 
AA, = 8,4 km, BB, = 11,2 km. Vadinasi, А,О = 1,6 km, o taškas B, turi 
būti kairiau taško O ir nutolęs nuo jo 1,2 km. Toks momentas bus 
12 val. 8 min 24 s. 


199 uždavinys. Nubraižykite funkci- 
jos y = (L grafiką. 

Sprendimas. x 2 0. Kai x = 1, y = 1. 
Kai x > 1, y = 0. Kai x < -1, y = -1. 
Funkcija įgauna tik sveikąsias reikšmes. 

‚1 1 E 
Kai 5<x<11< coat ym 1. 

‚1 1 1 EN 
Кы 26265.26 7 «ty y- 
= 2, irt. t. Kai x — 0 i$ dešinės, у — +, 
kai x — 0 iš kairės, y — —e. 
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200 uždavinys. Raskite funkcijos f(x) = V|x - 1| + mažiausią 
reikšmę. х-1 
Sprendimas. а + b 2 2Nab , kai a > 0, b > 0. Jei imsime а = Ч|х —1|, 
9 : TNR > ; A A г 
Ь = „tai f(x) 2 6. Mažiausia funkcijos f(x) reikšmė lygi 6, ji 
V|x- 1| 
gaunama, kai Ү|х-1| = 2 


М1. 


201 uždavinys. Tarp visų skaičių porų (x; y), su kuriomis teisinga lygtis 
x = |x- уг + y, raskite tas, kuriose x reikšmė mažiausia. 

Sprendimas. Eliminuosime modulį. 

1) Jei x 2 y, tai x = x- y + у;у(у- 1) = 0; y, = 0; y, = 1. Kai y = 0, 
iš sąlygos х + y“ matome, kad mažiausias bus x = 0. Kai y = 1, mažiausias 
bus x = 1. 


2) Jei x < у, pod ty; a n Kad lygtis 


turėtų šaknis, turi būti: 1 + 2х>0;х>- 1 g. Mažiausia reikšmė x = - 8 
Таа y = - 1. Taigi ae porų (x; y), tenkinančių duotąją lygtį, mažiausią 
x reikšmę turės pora (- Ë - 2) 


202 uždavinys. Raskite funkcijos f(x; у) = 2y + 2x + 10y - х? - 4 - 3 
didžiausią reikšmę. 

Sprendimas. Pertvarkysime duotaja funkciją: f(x; y) = — (x! - 2x(y + 1) + 
*y-1)-(o-1!10/-4/-32-(x-y- 1) + (37 + 12y - 
-2) = -(x-y - 1} - 3( - 4y + 4) + 10 = - (x - y - 1) - 3(y - 2) + 10. 
Didžiausią, lygią 10, reikšmę funkcija įgis, kai x = 3, y = 2. 


203 uždavinys. Tegul a^ + b? + c? = 1. Rasti didžiausias reikšmes 
funkcijų: a) f(a, b, c) = a + b + c; b) g(a, b, c) = ab + bc + ac. 

Sprendimas. Kadangi (a + b + с) = a! + b° + с? + 2(ab + ac + bc); 
(a + b + cy = 1 + 2(ab + ac + bc), tai funkcijos f ir g įgyja didžiausias 
reikšmes su tomis pačiomis a, b ir c reikšmėmis. а? + b! > 2ab, b? + c! 2 2bc, 
а? + c! > 2ac. Sudėsime šias nelygybes: 2(a“ + b? : с?) > 2(ab + ac + bc); 
ab + ac + bc > 1. Lygybė bus, kai a = b = с = £ „Didžiausia ieškomoji 


g reikšmė lygi 1, o f — lygi УЗ. 
204 uždavinys. Su kokiomis p, p e R, reikšmėmis kubinis trinaris 


ах? + 2рх? + 1 intervale [0; 1] įgyja mažiausią reikšmę to intervalo dešinia- 
jame gale? 
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Sprendimas. Rasime funkcijos y = ах + 2px + 1 kritinius taškus. 
y' = 3a + 4px = х(Зах + 4p); x, = 0, x, = — 2 (pagal uždavinio sąlygą 
turime, kad a z 0). 

Išnagrinėsime du atvejus. 

a) a > 0. Intervale [0; x,] funkcija y mažėja. 
Todėl ji įgis mažiausią intervale [0; 1] reikšmę 
taške 1, jei x, yra dešiniau 1, t. y. — K > 1; 


3a 
< _ 2а 
ps 4 k 
b) a < 0. Turi būti ne tik x, < 1, bet ir y 
funkcijos reikšmė taške 1 mažesnė už 1, t. y. | 
4р 3а | 
= Ра < 29 
3a L P 4’ i 
š a 
a + 2p + 1 < 1; p <-> 1 x 
0 =, 


Taigi, kai a > 0 p S- S kai a « 0, p « - 8. 


205 uždavinys. Išspręsti lygtis: a) [x + 2} - [x] - 2 = 0; b) 6(xY - 
- (x) + 2 = 0. (Žr. 733 užd.) 

Sprendimas. a) Kadangi [x + 2] = [x] + 2, tai (x] + 27 - [x] - 2 = 0. 

Pažymėsime [x] + 2 = y. Tada y° - y = 0, y, = 0, y, = 1. 

1) k] + 2 = 0; [x] = -2; x e [-2; -1). 

2) x] + 2 = 1; x] = - 1; x e [-1; 0). 

Sujunge abu atvejus, gauname: x e [—2; 0). 


b) Pažymėsime (x) = y. Tada 6⁄2 -7y + 2 = 0; у, = ты; „= 
22 
J, = 3 $ 
1) (x) = 3 Kadangi {x} = {n + x}, kur n є Z, tai sprendiniai bus 
x= n + 1. 
2) (x) = 2 x= n+ š. 


Taigi sprendiniai уга n + L ir n + 2, kur n є Z. 


206 uždavinys. Nubraižykite funkcijos y = 2(x)“ - (x) grafiką. 
Sprendimas. Funkcija periodinė, T = 1. Todėl užtenka išnagrinėti ją 
intervale x є [0; 1). Šiame intervale (x) = x ‚у= i — x; x, = 0, x, = L 
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Parabolés viršūnės koordinatės x, = L, y, = 
=- L . Braižome grafiką. 


207 uždavinys. Raskite funkcijos y = 
_ 2 - 10x + 7 
2 


reikšmių sritį. 


Sprendimas. 2yx! = x° - 10x + 7; (2y - 1)“ + 10x - 7 = 0. Lygtis turi 
šaknis, kai D 20. D = 100 + 28(2y - 1); 100 + 28(2y - 1) 20 y2-2 : 
Taigi E()) = [- Ž; +=). 


208 uždavinys. Raskite parabolės у = ax“ + bx + c židinio koordinates. 

Sprendimas. Parabole vadinama aibė plokštumos taškų, vienodai nuto- 
lusių nuo duotojo taško F ir nuo duotosios tiesės /. Taškas F vadinamas 
parabolės židiniu, o tiesė / - direktrise. Atstumas p nuo židinio iki direk- 
trisės vadinamas кшш parametru. 


Parabolės y = ax“ židinio F koordinatės (0; р >) arba, kadangi > = a, 
(0: 1. 
ЛЕТА duotaja parabolés lygti: у = а(х + zy +c- g . Para- 


bolė y = ах? + bx + c gaunama iš pabo y = ax y ysiagretin LAM 
per - > išilgai Ox ašies ir per- c + — b ud Oy ašies. Vadinasi, ir židinio 


b? - 4ас + 1). 


Е koordinatés pasikeis ir bus lygios: ` 2; d 


209 uždavinys. Parašykite parabolės lygtį, jei jos židinio koordinatės 
F(0; 2). 
яка. Židinio koordinatės, Каір buvo minėta, F(0; Р 2^ Todėl 
1 1 P 


P= 1 os» "EN 4 
377P 1. [statysime šią reikšmę į lygtį у m iym 5х 


210 uždavinys. Parabolės lygtis y = ix. Parašykite direktrisės lygtį. 
Sprendimas. Direktrisės lygtis y = – Š todél z - bp = 2 ym =1 — 


direktrises lygtis. 


211 uždavinys. Įrodykite, kad parabolė y = ax“ + bx + c simetriška 
tiesės x = – 2 atžvilgiu. 
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Sprendimas. Užtenka įrodyti, kad taškuose x, = — > — x) Ir x, = 


=- z + x, , kur x, — bet koks realusis skaičius, funkcija y įgyja lygias 


reikšmes. y, = a(- B- zy + b(- 2- X) + c; y, = a(- 2 + x) + 


+ b(- z + x) + c. Tada y, - y, = а(-2х,)(- 2) + b(2x) = 0. y, = у, 
ka ir reikéjo jrodyti. 


212 uždavinys. [rodykite, kad jei su kokiais nors skaičiais a, ir b, san- 
dauga f(a,) * f(b,) < 0, tai kvadratinė funkcija f(x) turi dvi realias šaknis. 

Sprendimas. Jei f(x) = ax" + bx + c ir D = b! - 4ac < 0, tai f(x) ženklas 
sutampa su a ženklu. Įrodysime tai. a + bx + c- y = 0; D = b- 
~ 4а(с — у); b? — dac + 4ay turi būti > 0, kad trinaris įgytų realias reikšmes. 
Kadangi D = Б? - 4ac < 0, tai 4ay > 0, t. y. a ir y ženklai sutampa. Todėl 
jei atsiras tokie a, ir b,, kad Да) > 0, f(b,) < 0, tai D > 0. Bet, kai D > 0, 
lygtis f(x) = 0 turi dvi realias šaknis. 


Pastaba. 1) Analogiškai įrodoma, kad jei su kokiu nors skaičiumi a, 
sandauga а ' f(a,) < 0, tai kvadratinė funkcija f(x) = ах? + bx + c turi dvi 
realias šaknis. 
lias šaknis, tai atsiras tokie skaičiai a, ir b,, kad f(a,) : f(b,) < 0; jei kvadratinė 
funkcija turi dvi realias šaknis, tai atsiras toks skaičius a,, kad a * f(a,) < 0. 


213 uždavinys. Jei a(a + b + с) < 0, tai lygtis ax“ + bx + c = 0 turi 
dvi realias šaknis. Įrodykite. 

Sprendimas. Užtenka pastebėti, kad a + b + c = f(1) ir pasiremti ką 
tik nurodyta savybe: a · f(1) < 0 — lygtis turi dvi šaknis. 


214 uždavinys. Raskite parabolės у = x^ + bx + c, turinčios tik vieną 
bendrą tašką (1; 2) su tiese y = x + 1, lygtį. 

Sprendimas. Kadangi taškas (1; 2) yra parabolėje, tai 2 = 1 + b + c; 
b = 1 - c. Tiesė liečia parabole, todėl lygtis x + 1 = x^ + bx + c turi vieną 
šaknį, t. y. D = (b – 1)" - 4(c - 1) = 0, ir, kadangi b = 1 — c, tai iš čia 
b° + 2b + 1 = 0, b = -1. Todėl c = 2 ir ieškomoji lygtis y = x! - x + 2. 


Dabar apibrėšime funkciją „skaičiaus ženklas“: 
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- 1, jeigu x « 0, 
y = signx = (0, jeigu х = 0, 
1, jeigu x > 0. 
Jos grafikas: 


Kiekviename apibrėžimo srities intervale 
funkcija tiesinė. Tokios funkcijos vadinamos 
dalimis tiesinėmis. 


215 uždavinys. Įrodykite, kad |х| = x · sign x. 

Sprendimas. Ir kairioji, ir dešinioji šios lygybės pusės apibrėžtos aibėje R. 
Jei x > 0, tai x = x 1; jei x = 0, tai 0 = 0-0; jei x < 0, tai x = x: (-1). 
Teiginys įrodytas. 


Pastaba. Anksčiau pateiktos funkcijos y = [x] — skaičiaus x sveikoji 
dalis ir y = (x) — skaičiaus x trupmeninė dalis taip pat yra dalimis tiesinės. 
Tai matyti iš jų grafikų (nubraižykite juos). 


216 uždavinys. Įrodykite, kad jei tiesės y = kx + b, ir y = kx + b, 
kertasi ir nėra statmenos, tai kampo ф tarp jų tangentas lygus: 
k, -k 
l+ kk, ` 


tgo = | 


Sprendimas. Kadangi ọ = B - a, tai 
tg В-во 

tg ọ = ————. 
EV“ Ti tgB · ра 
Kampu tarp tiesių laikomas mažesnysis iš dviejų 
gretutinių kampų. Todėl tg o > O, t. у. 

tg B - tg o 
t —-|————— |. 
d TY usa 
Belieka pažymėti, kad tg B = k, tga = k, 


Pastaba. Jei tiesės lygiagrečios, tai k, = k,, o jei jos statmenos, tai 


217 uždavinys. Kokiuose taškuose ir kokiu kampu kertasi funkcijų 
y = sinx ir y = cosx grafikai? 

Sprendimas. Šių grafikų susikirtimo taškų abscises rasime iš sąlygos 
sinx = cosx, tgx = 1, x = x + Кт, k e Z. Rasime grafikų liestinių, išvestų 
per jų susikirtimo taškus, kampinius koeficientus. 
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1) y = sinx, y" = cosx, у'(® + Кт) = cos( 5 + kn); К, -2, k, = 
жы. 

2" 5 

2) y = cos x, y' = -sinx, y'( + kn) = -зш(® + kn); k, = – X, 


k, „12 . Катра tarp tiesių randame iš formulės: tg = [ETE 


1+ kk, 
№. + Х2 
2 2 
1) tgọ, = — Вагу, = 20; 9, = arctg 2/2. 
EI 


2)tg 9, = t9,; 9, = Ф, = arctg 2V2 . 
Taigi grafikai kertasi kampu ф = arctg 2V2 taškuose su koordinatėmis 


@ + 2; V) ir (ŠE + 24x; - $ kez. 


218 uždavinys. кое; kad kiekviena parabolės y = x“ liestinė iu 
tieses y — ži гу =- 1 taškuose, vienodai nutolusiuose nuo taško С(0; 5. 
Sprendimas. Tegul parabolės liestinė taške D(x,; y,) kerta tiesę y = 
taške A(x; у), o tiesę y = – I taške B(x,; у,). Rasime liestinės lygtį. y 
= fe) + f'&)& х); fe) = x; /'@) = 2%; y = Ro x. Kai y = 1: 


lg 1 


tx 
1 = ZAR . Vadinasi, дё ; D. Kai y = — 1: 
0 
1 
1 = 2х, -x i ds Vadi ades L), Palyginsi 
7-47 07x = EE mM adinasi, CT ^ -3 alyginsime 


atkarpų СА ir CB ilgius. СА? = (0-х) + d = у = (x); СВ = (0 — xy + 


1 212 1 2 
(7-2 tx) = + х 
4 0 4 0 
FECI ЕРЕ (e. оз 
. 0 


0 


Gy = 


Taigi CA = CB. 


219 uždavinys. Įrodykite, kad kiekvieną hiperbolės y = ES liestinés 
atkarpą, esančią tarp koordinatinių ašių, lietimosi taškas dalija pusiau. 
Sprendimas. Tegul A(x; 1 — lietimosi taškas. Liestinės BC lygtis: 
0 
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y = 1- Іх - x). Rasime taško В(0; y,) 
Xo Xo 


koordinates: y, — 1+ 1 x =+ ‚ Taško 
0 


А(2,; 1/х,) 
х C(x; 0) koordinatės: 0 = 2 - le - у); 
x, = 2х0. : 


АВ = (2-0 + (L - ZY = ç + Z; 
X9 X 


2? 
Xo 


АС = (x, - 2x. + (x -0P = x° + b Vadinasi, АВ = АС. 


220 uždavinys. Raskite arčiausią taškui (1; 2) funkcijos y =1 - 2x 
grafiko tašką. 


Sprendimas. Tegul taškas B(x; y) yra duotojoje parabolėje. Jo atstumas 


nuo А(1; 3) lygus АВ = N(x - 1) + (y – 3/4) = Vx- 1} + (1 - 2€ - 3/4. 
Kadangi funkcija y = Vx apibrėžimo srityje didėja, tai АВ įgyja mažiausią 
reikšmę, kai y = (x — 1)? + (1 - 2x? — 3/4} turės mažiausią reikšmę. Rasime 
ją. y'= 2(х- 1) + 2(14 — 2x) (-4x) = 160 — 2; у' = 0, x = 1/2. Praeidama 
šį tašką, išvestinė keičia Zenkla iš minuso į pliusą, taigi x = 1/2 — minimu- 
mo taškas. Kadangi taškas В yra paraboléje, tai y = 1 ~ 2(1/2ř = 1/2. 


Vadinasi, artimiausias duotajam bus taškas Bd; 2). 


221 uždavinys. Raskite kūno, gauto sukant skritulį (x - 22 + у < 1 


apie Oy ašį, tūrį. 
Sprendimas. Galima laikyti, kad ieškoma- 


7 sis tūris lygus V = V, - V,, kur V, — kūno, 
1 A gauto sukant kreivinę trapeciją ABCDE apie 
с x Oyašį, tūris, о V, — sukant kreivinę trapecija 

0 5 ABFDE. 
ч š Iš apskritimo lygties (x — 2)? + y“ = 1 ran- 


dame x: |x - 2| = Ү1-у?. Iš čia pusapskriti- 
mio BCD lygtis: x = 2 + N1-y? ir pusapskritimio BFD lygtis: ке 2- 
- N1-y? . Pasinaudosime sukinio ө skaičiavimo Nori И = xj? dy (su- 


kame apie Oy ašį). Vadinasi, V, = л] 2 + Чї-у?ўау = л] 6- y + 4Ч\-у?)ау; 


V, = e- VI -y Ydy = J6- y - 441-y3)gy. Taigi V = V, - V, = 
= -1 
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1 1 
= n 8/1—yidy = 8л/ Үї-у?ау. Šį integralą rasime, pasinaudoję tuo, kad jis 
lygus figūros, apribotos funkcijų x = 0 ir x = V1-y? grafikų, с Si figüra 
— ршаришиш su spinduliu 1 ir jos plotas lygus "is 


Todél NTS dy = In. Taigi V = 8r - in = 4r. 
-1 


= 37 


222 uždavinys. Įrodykite nelygybes: 
a) 22 
1+ x 


< In (1 + x) < x, (x > 0), 


b) -E—L < In x < x- 1, (x> 1), 


1 х + 1 1 
< In -———- < — , (x > 0), 
Өз x x 6 ) 


1,1 1 1 1 
ipit.. + L +... + > 2). 
d); т +, <hn<l+>+ ү“ 2) 
Sprendimas. a) Išnagrinėsime funkcijos 
= l grafiką, kai x > 0. Akivaizdu, kad 
Sarco < Sanco < безер Bet S сь = АР. CD = 


шиле", Šias]: dx = í 


= АР. AB = x. Vadinasi, 


> < In (1 + x) < x. 


b) Fine SS tuo pačiu brėžiniu. Imsime ОА = 1, OD = x. Tada 
AB = 1, CD = 1 =: Kadangi Saeco < Sasco < Sanso Її Saeco = АР. CD = 


жей 
= (-1)1= 271,5 [ldr = In x; Sap = AD: АВ = (к-1у:1= 
= x - 1, tai r-l « Inx < x- 1. 


c) Tegul OA = 1, OD = 1 + 1= Zt L. Tada АВ = 1, 


1 x 1 1 x 1 
Р = = ———; Ар = = = СНЕС. = ; 
С "ei ЕТ MIL x x 
x 


nb. 


Saa =] 1 =й = In + D = ntl; $,,-1.1- 1. 


Taigi, kaip ir anksčiau: —L— < In +1 < 1, 
x+1 x x 


89 


d) Išnagrinėsime kreivinę trapecija, и 
bota intervale nuo 1 iki л kreive y = lis 
viršaus. Šios trapecijos plotas lygus ji lg = 

= Inn. Jis didesnis už жабай, m 


po kreive, plotų suma, bet mažesnis už stačia- 
kampių, esančių virš kreivės, plotų sumą. Ka- 


dangi pirmoji iš šių sumų lygi 1: Ž + 1: $+.. + 1 $, o antroji 1-1 + 


, tai iš čia ir išplaukia uždavinio teiginys. 


£1liege-1 1 
2 n- 


+ 


223 uždavinys. Įrodykite, kad seka x, = + ... + | - Inn 


+1 
*2 
X, 


a) mažėja, b) konverguoja, c) lim x, < 1, d) lim x, > 


Sprendimas. a) Ankstesniojo uždavinio c) punkte jrodéme, kad 


> 1 IX In EY Pasinaudosime tuo. Seka vadinama mažėjančia, jei 

x,,,— X, < 0. Kadangi x,,, =1+ ++. i. —— -1n (n + 1), 

tix -x = —— -In (n + 1) + In (n) = -In 2+1 < 0. Taigi 
n+l n n +1 — 

seka mažėja. 


b) Pagal Vejerštraso teoremą, jei seka monotoniška ir aprėžta, tai ji turi 
ribą. Ankstesniame punkte mes įrodėme, kad seka monotoniškai mažėja. 
Didžiausias jos narys bus x, = 1. 

Ankstesniojo uždavinio d) punkte įrodėme, kad In (n) < 1 + 1 + ... + 
+ —L..Todél 1 + 1l. + —1 + L tikrai daugiau už In (n). Vadinasi, 

n-i 2 n-1 n 


1+ 1 od i. In (n) > 0. Taigi O < x, < 1. Įrodėme, kad seka x, monoto- 
niška ir aprėžta. Iš to darome išvadą, kad ji konverguoja. 
c) Ankstesniojo uždavinio d) punkte įrodėme, kad 2+ i Tec i « In (n). 
Vadinasi, 1 + Ž+ „+ le 14 № (п). Бах 214 li. 4 1- 
2 n 2 n 


- In (n) < 1. Kadangi, kai n > 1, x, < 1, tai lim x, < 1. Tai, kad ši seka turi 
ribą, mes jau jrodéme. Todėl bet kokiam £ > 0 šios ribos e-aplinkos išorėje 
yra baigtinis sekos narių skaičius. Jei imtume є = 1 (x, - x,), tai gautume, kad 
1 e-aplinkos išorėje yra tik vienas sekos narys x,. Vadinasi, lim x, € l. 

90 


d) Kaip ir anksčiau nagrinėtuose In x įvertinimo uždaviniuose, įrodoma, 


Lgl 1 pati а 
kad 5 + Eat + эп > In (n). Todėl x, 1+5t3+--+ 


3 n-1 

1 1 l1 1 ntl 1 n+ 

— +2 – = (¿ +> +... + —— + LT Tues - 
po po In (n) Gta? Mir rer si эл )+1 

1 n41 1_п+1 lj 

EN > +11+2- = = Eoee a = = 

In (n) > In (n) = In (n) = 1 2 2 + 

+ 5 t y. х, > 2 іг pagal ankstesniojo punkto įrodymą lim x, ai 


15. RODIKLINĖS IR LOGARITMINĖS LYGTYS 
IR NELYGYBĖS 


Rodiklinių lygčių pagrindiniai sprendimo būdai yra šie: panaudojant 
rodiklinės funkcijos apibrėžimą ir jos savybes, bendrojo daugiklio iškėli- 
mas, naujo kintamojo įvedimas. 

Logaritminių lygčių pagrindiniai sprendimo būdai pagrįsti logaritminės 
funkcijos apibrėžimu ir jos savybių panaudojimu, naujo kintamojo įvedi- 
mu, perėjimo prie kito pagrindo formulės panaudojimu. 


224 uždavinys. Išspręskite lygtį 3° + 5 = 8. 

Sprendimas. Akivaizdu, kad x = 1 — šios lygties sprendinys. Dabar 
pasinaudosime griežtu rodiklinės funkcijos monotoniškumu: jei x > 1, tai 
3 > 3 ir 5“ > 5, todėl 3* + 5 > 8; jei x < 1, tai 3 < 3 ir 5 < 5, todėl 
I + 5 < 8. Vadinasi, x = 1 — vienintelis šios lygties sprendinys. 


225 uždavinys. Išspręskite lygtį 2° + 3° = 5. 

Sprendimas. Padalysime abi lygties puses iš 5°, 5* = 0: (žy + @у = 1. 
Kaip ir ankstesniame pavyzdyje, įsitikinsime, kad x = 1 — vienintelis šios 
lygties sprendinys. 


226 uždavinys. Išspręskite lygtį х = x“. 

Sprendimas. Išraiškos f(x)'? arba log „4g(x*) vadinamos laipsninėmis- 
rodiklinėmis. Jos laikomos apibrėžtomis tik esant teigiamam pagrindui f(x). 
Pazyméje f(x) = 980 kur a > 0, a # 1, f(x) > 0, arba logig) = 
_ log,gx) 


log, f(x) ' 
rodiklinę arba logaritminę lygtį. 


kur a > 0, a + 1, f(x) > 0, g(x) > 0, f(x) + 1, gausime įprastą 
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Mūsų uždavinyje: D = (0; +o), x? = 1; a^? "^21 a > 0, a z 1; 
(x - 5)log,x = 0. Iš čia sprendiniai: x = 1; x = 5. 


Pastaba. Nors, kai x = -1, išraiška x“ turi prasmę, tačiau skaičiaus -1 
šaknimi mes nelaikome, kadangi jis neįeina į funkcijos x“ apibrėžimo sritį. 
Nelygybių sprendimo metodai yra panašūs į lygčių sprendimo metodus. 


227 uždavinys. Išspręskite nelygybę log,(2“ – 1) · log s(2“' - 2) > - 2. 

Sprendimas. Apibrėžimo sritį rasime iš sąlygos 2 — 1 > 0. D = (0; + оо). 
Pereisime prie pagrindo 2: – log (Z - 1)log,(2(2' - 1)) > - 2. Pažymėsime 
log(2 - 1) = y. Tada y^ + y - 2 < 0, i$ čia -2 < y < 1. Todėl -2 < 
< log(2-1) < 1; 1 <2-1< 2; š «2 < 3; 10833 < x < log,3. Taigi 
nelygybės sprendiniais bus x є (log;5 — 2; log;3). 


228 uždavinys. Išspręskite lygtį log,x = 3 - x. 

Sprendimas. Šios lygties kairė pusė didėja, o dešinė — mažėja. Todėl 
duota lygtis gali turėti ne daugiau kaip vieną sprendinį. Patikrinę įsitikina- 
me, kad šis vienintelis sprendinys bus x = 2. 


229 uždavinys. Išspręskite lygtį (p + үзу + (N2- By = 2. 
Sprendimas. Apibrėžimo sritis D = (+; +). Lygtį padalysime iš 2", 
2 «0: (—e 9: 2 Wy +(A2-13 г 3 y = 1. Kadangi 2220 < 1, tai šios lygties 


kairėje pusėje yra dviejų ET funkcijų suma, t. y. mažėjanti funkci- 
ja. Todėl ši lygtis gali turėti ne daugiau kaip vieną šaknį. Įstatę įsitikiname, 
kad x = 2 ir yra ieškoma šaknis. 


230 uždavinys. Išspręskite lygtį x* = (Nx). 

Sprendimas. Apibrėžimo sritis D = (0; +оо). 10^* = 176 (10*)* = 

pini „Reikšmė x = 1 tenkina lygtį. Jei x # 1, tai iš paskutinės lygties 
k= 23 ; 4x = x5 x, = 0, x, = 4; x € D, x, e D. Vadinasi, duotos lygties 
sprendiniai 1 ir 4. 


231 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą 


xy = 30, 
х® = 3. 
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Sprendimas. Apibrėžimo sritis: x > 0, y > 0. Išlogaritmuosime abi 
lygtis pagrindu 10: 


lg x + lg y = lg 3 + 1, 
lg x lg y = lg 3. e) 


Pažymėsime lgx = u, lgy = v. Tada 

и+ у = 1р3 + 1, 

uv = Ig 3. 

Iš čia u = 103 + 1- у; v(lg3 + 1- v) = 1g3; v - (1р3 + 1)v + 103 = 0; 
у, = 1, v, = 1g3. Vadinasi, u, = Ig3, и, = 1. Rasime x ir y: 


1) |Igx = 1g 3, 

lgy = 1. x = 3, y = 10; 
2) [1gx = 1, 

lg y = Ig 3. x = 10, y = 3. 


Taigi sistema turi du sprendinius: (3; 10), (10; 3). 


Pastaba. Vietoje pratimo rekomenduojame išspręsti lygčių sistemą (+), 
naudojant Vieto teoremą, ir lygtį 22 — (Ig3 + 1)z + 1р3 = 0. 


232 uždavinys. Išspręskite lygtį 4х = 25*“ — 5. 

Sprendimas. Kai a > 0, b > 0, c > Oir c # 1, a ^*^ = Ь®%“ (įrodymui 
užtenka šią lygtį išlogaritmuoti pagrindu с). Todėl x = 5** ir duota lygtis 
įgaus tokį pavidalą: 4 - 5* = (5%)? — 5. Pažymėsime 5** = t; t > 0. Tada 
2-4-5 = 0; t, = -1 — pašalinė šaknis; t, = 5; 5*' = 5; x = 10. 


233 uždavinys. Išspręskite nelygybę (sinx) > (sinx)“**“, 
Sprendimas. Nelygybės apibrėžimo sritį randame iš sąlygos: 


sinx > 0, 
3 odes Ü, 


D = (1; r)u(2kn; (2k+1)n), kur k e Z, k + 0. Kadangi 0 < sinx < 1, 
tai log,(i^ – x) < 10р,42. Iš čia x? — x — 42 < 0; x € (-6; 7). Sio intervalo sankirta 
su D ir bus duotos nelygybės sprendinys: X = (-6; —r)u(1; т) (2л; 7). 
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234 uždavinys. Išspręskite lygtį Ig'(a'x*) = 8lg(ax). 
Sprendimas. Apibrėžimo sritį randame iš sąlygos: ax > 0. Kadangi 
lg (a^x^) = (Ig(a*“)Y = (2lg(ax)) = 8lg (ax), tai lg (ax) = Ig(ax). Pazymésime 


lg(ax) = y; y) - y = 0; y, = -1, y, = 0, y, = 1. 1) lg(a) = - x = у; 


2) (ах) = 0, x = 1; 3) Ig(ax) = 1, x = 10. Taigi, kai a = O, lygtis 
sprendinių neturi, kai a + 0, lygtis turi tris sprendinius: i ; l; B i 


235 uždavinys. Išspręskite lygtį sin(nlgx) + cos(nlgx) = 

Sprendimas. 1) būdas. Apibrėžimo sritis D = (0; +). Гур] pakelsime 
kvadratu: sin'(rlgx) + 2sin(rlgx)cos(rlgx) + cos (nlgx) = 1; ѕіп2(лірх) = 0; 
2nlgx = пт; lgx = Ē . a) jei п = 2m - lyginis skaičius, tai lgx = m. Jei 

= 2k + 1 — nelyginis skaičius, tai cos(2k + 1)л = -1 — neigiamas 
skaičius ir todėl šios т reikšmės netenkina lygties. Vadinasi, m = 2k, 
k 20; £1; £2; ..., lgx = 2k, х = 10". b) jei п = 2m + 1 — nelyginis 
skaičius, tai Igx = m + li jei m = 2k + 1, tai sin((2k + 1) + Žr = 
= -1 — neigiamas skaičius ir todėl šios m reikšmės netenkina lygties. 

sic 
Vadinasi, m = 2k, k = 0; +1; +2; .., lgx = 2k + lx = 10^ 2. 
+1 

Atsakymas: x = 10%; x = 10272, keZ. 

2) būdas. Lygtį asinx + bcosx = c patogu spręsti įvedant pagalbinį 


b 
kampą: Va? + b? (—————sinx + ——— cosx) = c; 
R а? + b 
А с b 
six + 9) = ——; o = arctg Ё. 
( ET Ra g 
= А 1..5 1 
Mūsų atveju: v2(— sin(nlgx) + — соѕ(лірх)) = 1; 
б B 
X2 


sp e ji mgxtt-(D) £ t nn, n e Z. 


lgx = (-1)': į* n- t Jei n = 2k — lyginis skaičius, tai lgx = п, 
= 10, n — kinis skaičius. Jei n = 2k + 1 — nelyginis skaičius, tai 


2n -1 
lgx =n- L x = 10 7, n — nelyginis skaičius. 
236 uždavinys. Išspręskite lygtį x^ = 16, x > 0. 
Sprendimas. 21рх = 1616. Išnagrinėsime keliais atvejais: 
1) 0 < x < 1. Tada lgx < 0 ir, kadangi Z > 0, tai lygties 21рх = Ig16 


94 


kairioji pusė nagrinéjamame intervale yra neigiama, о 1216 > 0. Todėl 
šiame intervale lygtis sprendinių neturi. 

2) x > 1. Zlgx > 0, funkcija y = lgx didėja, todėl kiekvieną savo 
reikšmę ji įgyja ne daugiau kaip vieną kartą. Kadangi, esant x = 2: 2262 = 
= Ig16, tai x = 2 yra vienintelis duotos lygties sprendinys. 


16. TRIGONOMETRIJA 


237 uždavinys. Įrodykite, kad funkcijos a) y = cos L, b) y = sinx? 
neperiodinės. 

Sprendimas. Prieš tikrinant sąlygą f(x + T) = f(x), reikia įsitikinti, kad 
funkcijos apibrėžimo sričiai kartu su x, priklauso ir x, + nT, n e Z. 

a) jei tarsime, kad funkcijos y = cos 1 periodas T > 0, tai apibrėžimo 
sričiai turi priklausyti ir x = T- T = 0, bet to nėra. Gauname prieštara- 
vimą, vadinasi, funkcija neperiodinė. 

b) tarkime, kad funkcija y = sinx? yra periodinė. Šios funkcijos šaknys 
lygios x = XWkn. Atstumas tarp x, ir x, lygus x, - x, = Yn -0= Ул. 
Jei y — kaip jau minéjome, periodiné funkcija, tai atsiras be galo daug 
šaknų porų, tarp kurių atstumas lygus Үт. Bet kai k > 1, mes turime: 

x 
|N(k + 1)л- Укл | 5 < Хп, 
kadangi N(k + 1)n + Үкт > Vr. Gauname prieštaravimą, vadinasi, duota 
funkcija neperiodinė. 

238 uždavinys. Suprastinkite reiškinį: sina + ѕіп (а + B) + sin (œ + 
+ 2p) +... + sin(a + np). 

Sprendimas. Duotą reiškinį padauginsime ir padalysime iš 2sin Ë 
(B = Aka): 


2sin Ё sina + 2sin Ë sin(a + B) +. + 2sinË sin(a + nB) 


in B 
2sin ^ 


p 1 1 
cos(a — b)- соѕ(а + 2) *-- +cos(a+(n - >B) — cos(a - (n + >B) - 


= i В = 
2sin 2 
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cos(a — B) - cos(a -- (n + DB) „au + nB sio (IH В) 
2sin Ë sin Ė 


Dabar išnagrinėsime atvejį, kai В = 2kr: 
sina + sin(x + 2km) +... + sin(a + 2Алл) = (n + 1)ѕіпа. 


239 uždavinys. Įrodykite, kad jei a, B, y — smailiojo trikampio kampai, 
tai sin'a + sing + sin^y > 2. 

Sprendimas. y = x – (а + p). Todėl 
sina. + sin'B + sin'y = — + Lem + 1-cos'(n - (a + B)) = 


= 2 — cos(a + B):cos(a — B) — cos(a + B) = 2 – cos(a + B)-(cos(a - B) + 
+ cos(a + B)) = 2- cos(a + B)-2cosa-cosB = 2 - 2соѕ(л — y)cosa X 
xcosB = 2 + 2cosa · cos · cosy. Kadangi cosa · cosp · cosy > O, tai 
sina + sin'B + sin'y > 2. 


Pastaba. Iš įrodytos tapatybės sina. + sin'B + ѕіп?ү = 2 + 2cosa х 
x cosß созү išplaukia, kad stačiajame trikampyje sin'a + sin'B + sin'y = 2, 
o bukajame trikampyje ѕіп?о + sinB + sin'y < 2. 


240 uždavinys. Raskite funkcijos y = sinx — 2cos'x aibę reikšmių. 
Sprendimas. y = sinx - 2cosx = sinx - 2(1 — sinx) = 2sin'x + sinx - 2. 
Pažymėsime sinx = t, y = 20 + t-2,kurte [-1; 1]. Parabolės viršūnės 


koordinatės t, = — 3; Уу = – y, y, - mažiausia funkcijos y ке о 
didžiausia reikšmė yra intervalo gale у(1) = 1. Vadinasi, y є LH =; 1]. 


241 uždavinys. Išspręskite nelygybę 
cos(2 – 4x) + cos(2 + 4x) > V2cos*2x + tg IE, 
Sprendimas. Nelygybés dešiniaja puse galima pakeisti taip: 
ХІ + cos4x — 1 = Vcos4x. Kairiąją puse: 2cos 2 · cos4x. Tada 2с052:соѕ4х > 


> Vcos4x. Kadangi cos2 < 0, tai tam, kad nelygybės kairė pusė būtų 
teigiama, turi būti: cos4x < 0. Bet cos4x yra po šaknies ženklu. Vadinasi, 
cos4x = 0. Iš čia x = s Qk + 1), k e Z. 
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242 uždavinys. Rasti lygties cosx · ctgx — sinx = acos2x sprendinių 
skaičių intervale [0; 2л]. 

Sprendimas. Apibrėžimo sritis: x * пп. Pertvarkysime lygtį: cos — sinx = 
= asinx cos 2х; соѕ2х(1 – asinx) = 0. Lygties cos 2х = 0 sprendiniai in- 
tervale [0; 27] bus: i ; эп; эл; IE, Lygtis asinx = 1, kai |а| < 1 neturi 
sprendinių. Kai |a| > 1 ji turi du sprendinius. Kai |a| = 1, lygtis turi 
vieną sprendinį. Kai a = +52, sprendiniai gali sutapti su tais, kurie buvo 
rasti sprendžiant lygtį cos 2х = 0. 

Taigi: kai |a| < 1, lygtis turi 4 sprendinius; 

kai |a| = 1 — 5 sprendinius; 

kai 1 < |a| < X2 ir [a| > УЗ — 6 sprendinius; 

kai |a] = V2 — 4 sprendinius. 


243 uždavinys. Raskite visas skaičių (x; y) poras, tenkinančias lygtį 
x° + 2xsin(y) + 1 = 0. 

Sprendimas. Pertvarkysime lygtį: x^ + 2xsin(xy) + 5їп (ху) + соз (ху) = 
= 0; (x + ѕіп(ху)) + соз (ху) = 0. Iš čia 


x + sin(xy) = 0, 
cos (ху) = 0; 


= 1 + kn, k e Z; x + sin(5 + kn) = O. Jei k = 2л — lyginis skaičius, 


ll м 


-1; y=- ë + 2nn), n e Z. Jei k = 2n + 1 — nelyginis skaičius, 


tai x = 1; y = 38 + 2л, п е2. 


244 uždavinys. Išspręskite lygtį sin'x + cosx = 1. 

Sprendimas. Kadangi sin'x < sin'x іг cosx < cosx, tai sin'x + cosx < 
< sinx + cosi = 1, be to, lygybė galima tik esant x = 2nkirx = 2 + 2лл, 
К, n € Z. Tài ir уга duotos lygties Saknys. 


245 uždavinys. Išspręskite lygtį cos 10x — cos x = 2. 
Sprendimas. Kadangi cos10x < 1 ir -cos7x < 1, tai cos10x — соѕ7х < 2. 
Be to, lygybė galima tik esant 
cos 10x = 1, 
cos 7x = -1. 
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Iš čia x = Л гу = ЖОЕ L D. 


‚ п, k e Z. Duotos lygties sprendiniais 
bus tie x, kurie priklauso šių aibių sankirtai. Juos mes rasime lygtį ri - 
- GT išsprendę sveikaisiais skaičiais; 7n — 10k = 5. Šie sprendiniai 


bus x = n(2m + 1) m eZ. 


246 uždavinys. Išspręskite nelygybę cosx - у? – W- 7-1 > 0. 
Sprendimas. Vy - x? - 1 < cosx – y“. Rasime nelygybės apibrėžimo sritį: 
у-х'-1>0, y >x + 1, 


cosx - y^ 2 0; y! € cosx. 


Iš pirmos nelygybės išplaukia, kad y > 1, o iš antros |y| < 1. Vadinasi, 
y = 1. Tada x = 0. Taigi (0; 1) — vienintelis nelygybės sprendinys. 

247 uždavinys. Išspręskite lygtį 4arctg(x“ - 3x - 3) - x = 0. 

Sprendimas. агсір(х? - 3x — 3) = i ir kadangi arktangentas apibrėžia- 
mas intervale (— 5! 5), tai šiuo atveju iš kampų lygybės išplaukia funkcijų 
lygybė. х? – 3x — 3 = 1; x = -1, x, = 4. 


248 uždavinys. Išspręskite lygtį arcsin Е eus arcsinV1-x = arcsin 1. 


3x > 3 
Sprendimas. Apibrėžimo sritis: x € (0; 1]. Pažymėsime меа = u; 
x 
sinu = mA ; cosu = 1 - 4 ; сози = 3 . Kadangi u є [- д, 5} tai 


cosu > 0. Todėl cosu = I| 3-4 . Раутеѕіте arcsinV1 -x = v; sinv = 


= V1-x ; cosv = М-1+х = Xx. u- v = arcsin 1; sin(u - y) = 3; 
sinu сову — cosu зө = 1; Tor ANV ATA Ix = 


9x - 4 2 2 
—— - = ° = 4 = (p P = б = £, 
ox (1 — x) = 1; 9х - 12x + 0; (3x - 2) 0; х = 3 


1; 
3' 


N 


249 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą 
x y 
_ + += 2 

ctgx + ctgy = -18. 
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Sprendimas. I$ p^ lygties: tg ; -2-tg 2 . 18 antros lygties: 
2tg 3 2tg e 
Ге А 1-02-12) 
2tg 5 2(2 - tg 5) 
Pažymėsime tg > = t, t0, t22; (1- ñ)(2- D + (3 + 4-8) = 


= — 3,6(2t — t’); 4^ — 8t — 5 = 0; t, = 25; t, = — 0,5. Vadinasi: 
a) tg 2 = 2,5; x, = 2arctg2,5 + 2nn, n eZ. 


b) tg ; = 05; x, = -2агс1р0,5 + 2kn, ke Z. 
Rasime atitinkamas y reikšmes. 
a) es = 2-25, y, = —2arctg0,5 + 2mm, me Z. 


b) tg j = 2 + 05; y, = 2arctg2,5 + 2pn, pe Z. 


Poros (x; y,) ir (x; y;) - ieškomieji sprendiniai. 


250 uždavinys. Išspręskite nelygybę sint — cos t > 1. 

Sprendimas. Pagal sinuso ir kosinuso apibrėži- 
mą sint = y, cost = x, kur (x; y) – vienetinio apskri- 
timo taškas. y - x 2 1; y > x + 1. Šią sąlygą tenkina 
taškai, pažymėti ant brėžinyje parodyto vienetinio 
apskritimo lanko. Vadinasi, t € [7 t2xk; л+2лА], 
keZ. 


2 
251 uždavinys. Įrodykite, kad nelygybė arcsinx · arccosx <  yra tei- 
singa, esant bet kokioms x reikšmėms iš intervalo [-1; 1]. 
ши Pradžioje jrodysime, kad arcsinx + arccosx = ©. Kadangi 


arcsinx є 2b arccosx e [0; л], tai (arcsinx + arccosx) e [- T 252 


Vadinasi, turi esantys kairėje ir dešinėje šios lygybės pusėse, skiriasi ne 

daugiau kaip per 2л. Rasime šių kampų sinusą: sin(arcsinx + arccosx) = 

= sin(arcsinx) cos(arccos x) + cos(arcsinx) sin(arccos x) = 

= x! + VI — cos'(arccosx) - V1 — sin(arcsinx) = x^ + 1 - x! = 1. Taigi iš 
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kairės pusės gausime 1, o iš dešinės sin = taip pat 1. Tapatybė įrodyta. 
Dabar jį pakelsime kvadratu: 


2 
(arcsinx)? + 2arcsinx · агссоѕх + (arccosx) = L; 


4 > 


2 2 2 2 
arcsinx * arccosx = x == — 5 (arccos, k (+) 


Kadangi +£ i y Oba ah, td 


(arcsinx)? + jM i 
2 > arcsinx · arccosx. 


Todėl i$ (+) gauname: 
2 
arcsinx * arccosx S g — arcsinx * arccos x; 


arcsinx · arccosx < Z E. 


252 uždavinys. Raskite funkcijos y = tgx(1 – tgx) reikšmių aibę. 

Sprendimas. у = -tgx + tgx = - (tgx -2 1 {рх + D) * 1 = -(tgx — 

-iý + 1. Pačią didžiausią reikšmę у įgyja, kai PR esantis 
eiin lygus nuliui, t. y. y = 1 . Ma£iausios reikšmės funkcija neturi, nes, 
kai x > T y Э c ddl E()) = (—°о; 2) 


sin2"*'a 

2"t!sino ` 
Sprendimas. Apibrėžimo sritis: sina + 0, o + nn, n e Z. Kairėje pusėje 

yra (n + 1) daugikliu 
cosa · cos2a...cos2'a 


253 uždavinys. Įrodykite tapatybę cos с · со$20...соз2'@ = 


__ 251по(соѕо-соѕ20...с052'0) _ 


2sina 
_ sin2a-cos2a...cos2'4 _ _ sin2"t'oe 
25іпа 2"*'sina 


Rekomenduojame šiuos samprotavimus pagrįsti matematinės indukci- 
jos metodu. 


254 uždavinys. Tarp visų lygties 4sinx - sin(x + 2 = 1 sprendinių ras- 
kite tuos, kuriems išraiška 1 — 6x — x^ yra didžiausia. 

Sprendimas. Nurodytas trinaris įgyja didžiausią reikšmę taške x, = 
= -2 = —3, Ymax = 10. Išspręsime duotą lygtį. Pakeisime sandaugą suma: 


ie 5 - cos(2x + 3) = 1; 1 - 2cos(2x + » = 1; cos(2x + J =0; x= 
x D neZ. Tarp šių rasime tą, kuri arčiausiai prie -3. Kad 


= 5 2° 
rastume šia šaknj, išspresime lysti: 15 12 t = -3; n=- BILE = —2. 
Vadinasi, п = —2 ir ieškomoji šaknis x = 15 + 52) — H л. 

255 uždavinys. Raskite lygties 4?" + де: = 3 sprendinius, priklausan- 


čius intervalui [0; 5]. 
Sprendimas. 4^"* + 4" = 3; pažymėsime 4“** = t; t > 0; 12 + 
+ t = 3; t, = -6; t, = 2. t, — pašalinė šaknis. 49 = 2; 2cos% = 1; cos2x = 0; 


. Зл. 5n 


kn T 
4747 4 


x= Т + LX k e Z. Į nurodytą sąlygoje intervalą patenka x = 


256 uždavinys. Raskite funkcijos y = 3cosx + 4sinx didžiausią ir ma- 


žiausią reikšmę intervale IET n]. 


Sprendimas. y' = —3sinx + 4cosx; y' = 0; 3sinx = 4cosx; tgx = 4; 


х= arctg$ DE 22.20 o 355 <5; ;f(n) = -3. Toliau pasinaudosime formu- 


lémis: sinx — f (arctg 2) = 3cos(arctg 3) t 


1 
HE e ЭЖИ 
VI+ tgx VI + tg% 


+ 4sin(arctg 3) = = 5. Taigi max f(x) = f(arctg 3) = 5; min f(x) = Дл) = -3. 


(E: т] (E: т] 


257 uždavinys. [rodykite tapatybę ctg70* + 4cos70? = Уз. 
Sprenditius COS70" + 4sin70" - соѕ70° _ cos70° + 2sin40° _ 
` sin70? sin70? 
— cos(40^ + 30°) + 251п4 um V3cos40* + 3sin40? — 
ѕіп(40° + 30°) cos40° + V3sin40° 


258 uždavinys. Išspręskite lygtį tg(Žcosx) = 
Sprendimas. 4 созх = »t kn, k e Z; cosx = 4k +1. Vadinasi, k = 0, 
cosx = 1, x = 2kn. 
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259 uždavinys. Rasti x, jei 1р7 = x + 1, tgz = x — 1, tg(t + z) = -2. 
| {рї + tgz x+1+x-1 
Sprendimas. tg(t + z) = а Im 
prendimas g( z) j= tgt . tgz 1- (x + 1)(х С 1) 
x, = -1; X, = 2. 


260 uždavinys. Įrodykite, kad ctgx — tgx - 2tg2x — 4tg4x = 8сірёх. 

Sprendimas. Šiuo pavyzdžiu parodysime ne visai įprastą uždavinio 
sprendimą. 

Sudarysime funkciją f(x) = ctgx – tgx — 2tg2x — 4tg4x — 8сір8х. Jei 
Р(х) = 0, tai f(x) = const ir šios konstantos reikšmę mes rasime, paėmę 
iš apibrėžimo srities bet kokį x, ir apskaičiavę f(x,). 


А 1 1 4 16 64 
Lr ——— = — T = 
fe sin'x cosx — cos2x соѕ 4х sin'& 
4 4 16 64 64 64 
йар E ups жиш өөк inier wp iem жшше 1 80 
4sinx:cosik соз 2х соѕ4х  sin'& ѕіп 8х sin 8х 


Vadinasi, f(x) = c. Pavyzdžiui, paimkime х = A Ka = 0. Tapatybė 
įrodyta. 


Pastaba. Taip kartais būna patogu suprastinti reiškinį: randame išves- 
tinę, suprastiname ją ir gautai išraiškai randame pirmykštę funkciją. 


261 uždavinys. Įrodykite tapatybę 3 — 4cos20 + cosa, = 8іп“о. 

Sprendimas. Pažymėsime y = 3 – 4cos2a + cos4a - 8sin'a; y' = 
= 8sin20 – 4sin4a — 32sin'a · cosa = 4sin2a(2 - 2cos2a - 4sin'a) = 0. 
Vadinasi, y = c. Tarkime, kad а = 0. Tada y(0) = 3-4 + 1 = 0. Tapatybė 
įrodyta. 


262 uždavinys. Raskite Ke, jei f(x) = cosx + сов (5 + x) - 
— COSX * COS (3 + х). 


Sprendimas. f'(x) = —2sinx:cosx – Bin + x)cos( + x) + sinx X 


x cos (E + x) + cosx ` (Т + x). Prastinant gauname: f'(x) = Е t. y. 


3 
f(x) = c. Randame c, paėmę x = 0: f(0) = i . Vadinasi, ir KS => 


m 
2 
Sprendimas. Br logaritminė funkcija apibrėžta aibėje R,, tai 


263 uždavinys. Išspręskite lygtį log,(x + 3 = їп TX mon cos* 


x > 0 ir, kadangi x += 15 2 , tai log,(x + b > 1. Toliau, |cos =! < 1, todėl 
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2 e 2 
сов! = < cos =» ir sin? T + cos E < sin ЛХ + cos? 7 = 1. Vadinasi, 


2 2 
lygybė teisinga, kai log,(x + 1) =1,t.y.x+ 1 = 2; x = 1. 


264 uždavinys. Raskite funkcijos f(x) = ѕіпх + == + cos + — 
sin x COS X 

mažiausią reikšmę. 
Sprendimas. Pertvarkysime funkciją pasinaudodami tapatybe a^ + b^ = 


= (а + by ~ 2ab. f(x) = (sinx) + (cosxy + (sins + (соўу „ 


sin x. COS t 


(sinx t сох)” — 2sin · cosx 
= (sink + cosy — 2sin · cos x + 


(sinx · cosx)* 


la 
1 - = sin 2х 
= 1- bua. — 32 -1- 1 пах + L $ ` 
ig sin ‘2x sin'2x  sin'2x 
Pažymėsime sin'2x = 1,0 <t < 1; fr) = 1- i + 6. š. Rasime f (t): 
ҒӘ = -2- + Š = 1-6 + 16- Ру. Kadangi t e [0, 1], tai f'(r) < 0 


šiame intervale. Vadinasi, funkcija y neturi kritiniu tašku šiame intervale ir 
ji mažėja. Todėl mažiausia reikšmė įgyjama dešiniajame intervalo [0; 1] 
gale. Rasime šią mažiausią reikšmę: 2 -1- ; + 16 - 8 = 8,5. 


17. TIESÉS. KREIVÉS. 
KOORDINACIU METODAS 


265 uždavinys. Trikampyje ABC:BC = а, AC = b, ZA - ZB = 90°. 
Raskite AB. 

Sprendimas. Uždavinys lengvai išsprendžiamas, 
naudojant sinusų teoremą. Tačiau šį uždavinį išspręs- 
kime nenaudojant šios teoremos. Sudarysime statų- 
jį trikampį OBC, pažymėsime ZABC = о. Tada ü 
“ВАС = 90° + о, ZACB = 90° - 2a. 

Iš trikampio ОВС: ОВ? = ВС? - ОС? (1). 

Iš trikampio ОВА: ОВ? = АВ? - ОА? (2). Ü TIE 


Iš (1) ir (2: BC - ОС = АВ? - ОА?; à - (b + ОА) = АВ? - OA"; 
а? — b! - 2bOA = AB". Kadangi c = cosC , tai LM = cos(90? — 20); 


ОА = asin2a — b. Todėl АВ? = а*— b^ - 2absin2a + 2b. Vadinasi, АВ = 
= Val + b? 2absin2a . 


266 uždavinys. Duotas lygiašonis trikampis АОВ. Įrodykite, kad suma 
atstumų nuo pagrindo AB taško M iki tiesių AO ir BO lygi aukštinei, 
išvestai į trikampio šoninę kraštinę. 

Sprendimas. Atkarpų MF ir ME ilgiai lygūs ats- 
tumams nuo taško M iki trikampio kraštinių АО ir 
BO. Išvesime MC || AO. Tada, jei BD - trikampio * 
АОВ aukštinė, tai BK L MC, DK = FM. Trikampis 
MCB lygiašonis, todėl ME = BK. Vadinasi, MF + 

8 + ME = DK + KB = DB, tai ir reikėjo įrodyti. 


Pastaba. Mūsų sprendime panaudota lygiašonio trikampio aukštinių, 
išvestų į šonines kraštines, lygybė KB = EM, išplaukia iš trikampių MBE 
ir MBK lygybės pagal įžambinę ir smailųjį kampą. 


267 uždavinys. Statusis trikampis slenka plokštuma taip, kad jo smailių- 
jų kampų viršūnės juda duoto stačiojo kampo kraštinėmis. Kaip šiuo atveju 
judės trikampio stataus kampo viršūnė? 

Sprendimas. Tarkime, kad viršūnės C koordinatės 
lygios (x; y), AC = b, BC = a. Tada EC = x, CD = y. 
Kadangi CD.LEC ir ACLBC, tai ZACE = ZBCD = о. 
EC . cosa ir CD = cosa, todėl EC = CD arba = 
A BC AC BC b 


= š iy px — tiesés lygtis. Vadinasi, stataus kampo 


viršūnė bus tiesės y = px atkarpoje, esančioje pirmame ketvirtyje. 


^ 


268 uždavinys. Įrodykite, kad МА? - МВ? = 
= 24Bp(M, m), kur m — atkarpos AB vidurio 
statmuo, be to, MA > MB. 

8 Sprendimas. Vidurio statmens m taškai vie- 
nodai nutolę nuo taškų А ir B, AC = BC. Iš 


AAMD: МА? = MD? + AD", МА? = MD? + (АС + CDY = МІ? + (AC + 
+ p(M, m). Iš ABMD: МВ? = MD? + BD? = MD? + (BC - p(M, m)). 
Vadinasi: МА? - МВ? = МР! + (AC + p(M, m)Y - МР? - (BC - 
- p(M, m))° = 4- AC : p(M, m) = 2: AB : p(M, m), tai ir reikėjo įrodyti. 


269 uždavinys. Miško sklypas yra iškilojo daugiakampio formos, jo plo- 
tas S, o perimetras P. Įrodykite, kad miške galima pažymėti tašką, nutolusį 
nuo pamiškės daugiau kaip $. 

Sprendimas. Paimsime daugiakampio viduje tašką M ir išnagrinėsime 
trikampius, kurių viršūnės yra taške M, o pagrindai yra daugiakampio kraš- 
tinės. Daugiakampio kraštinių ilgius pažymėsime a,, a,, ..., a,, о iš taško M 
į kraštines išvestų mišios ilgius — h, A, -~ h, Tada 5 = S, + 
+5,+..+ $, = 1 > 0 2, + ha, +.. + ha). H pažymėsime didžiausią 


atstuma nuo taško к” iki daugiakampio kraštinės. Tada S < jn, + 
+ Ha, + „+ Ha) = нца, + a, + _ + a) = LHP OS < HP; H > 


> = > 3 . Vadinasi, galima viduje miško pažymėti tokį tašką, kuris yra 


daugiau kaip per P nutolęs nuo pamiškės. 


270 uždavinys. Plokštumoje duotas apskritimas ir taškas A. Raskite 
atkarpų AN vidurio taškų aibę, kur N — laisvai pasirinktas duoto apskri- 
timo taškas. 

Sprendimas. Atskiro nagrinėjimo reikalauja 
šie atvejai: kai taškas A šalia, ant ir viduje apskri- 
timo. Kadangi visais šiais atvejais išvedimas yra 
vienodas, o rezultatas toks pat, tai mes apsiribo- 
sime pavaizduotu brėžinyje atveju. Nurodytu bū- 
du pasirinksime koordinačių sistemą. Joje taškų koordinatės yra: A(d; 0), 
Мх; уу), М(х; y). Taškas N yra ant apskritimo, todėl 4 + у = R°, kur R — 


apskritimo spindulys; M — atkarpos AN vidurio taškas, todėl x = 527 Š; 
= 040 цада x, = 2r- d, = 2y. Todėl (2r - dy + (3Y = 


(x- dy +y = e». Vadinasi, atkarpos AN vidurio taškas yra ant apskritimo. 


271 uždavinys. Duotas skritulys ir taškas šalia jo. Išveskite per šį tašką 
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kirstinę taip, kad kirstinės atkarpos ilgis ša- 
lia apskritimo būtų lygus atkarpos ilgiui jo 
viduje. 

Sprendimas. Skersmuo — ilgiausia sty- 
ga, todėl, jei taškas A nutolęs nuo apskriti- 
mo toliau kaip per skersmenį, t. y. AB > 2R, 
tai uždavinys neturi sprendinio. Jei АВ = 2R, tai uždavinys turi vienintelį 
sprendinį: AB = BE. 

Tarkime, kad taškas A yra šalia apskritimo ir yra nutolęs nuo jo mažiau 
kaip per skersmenį. Jei AD — ieškoma kirstinė, tai AC = CD. Išvesime 
DO ir CO,||DO; АО, = OO, CO, = 5р0 = IR Iš čia toks braižymo 
būdas: atkarpą AO dalijame per pusę, iš taško O,, kaip iš centro, spinduliu 
IR brėžiame lanką, kertantj duotą apskritimą taškuose C ir C,. Per šiuos 
taškus ir tašką А išvedame tieses AC ir AC,, kurios ir bus ieškomosios. 
Šiuo atveju uždavinys turi du sprendinius. 


272 uždavinys. Kokiu didžiausiu atstumu nuo taško O gali būti nutolusi 
kvadrato AKMN viršūnė M, jei žinoma, kad ОА = ON = 1? 
Sprendimas. Trikampis AON — lygiašonis, B — 


С ^ 
K AN vidurio taškas. Kvadrato kraštinę paZymésime 
2x, 0 < x < 1. Iš AOBN: OB = 11-22; OC = OB + 
+ BC = 2x + N1- xi. Iš AOCM: ОМ? = x! + (2x + 
+ VIERY = 42 + 401-202 + 1; 
ОМ = Ма? + 401-02 + 1. Rasime funkcijos 
А N 
эы 


Дх) = 4⁄2 + 41-2 + 1 maksimumą. 

vao BNI-X +4х-80 uu 

J ü] w — wj pa = 0 
kai 21-22 + 1-2 = 0. B да 420 - x») = (2 - 1); &* - 82 + 1 = 0; 
‚„„2Ю-#.,„ „+ 
217 2 


1 
LNN- Iš čia x, — funkcijos f(x) maksimumo taš- 

0 т, 1; 1 Каѕ іг ОМ = \ foi įgyja didžiausią reikšmę, 
kai x = x, Rasime šią OM reikšmę: OM = Vf(x) = V2 + 1. 


x, . Išvestinės ženklai: 


273 uždavinys. Raskite atstumą tarp plokštumų « ir B, kurių lygtys yra: 
Зх + 2y + 4z + 11 = 0 ir % + бу + 122—5 = 0. 
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Sprendimas. Atstumas nuo taško .A(x;; yy; Zo) iki plokštumos o: ax + 
+ by + cz + d = 0 randamas pagal formulę: 
by, + cz, + d| 
A: a) = a t Da cn + dj 
кы) ха? + b2 + с? 
Pasielgsime taip: plokštumoje В paimsime kokį nors tašką ir rasime jo atstu- 
mą iki a. Tarkime, kad mūsų išsirinkto taško koordinatės x = y = 0. Tada 
; „2 
|30 + 2:0 + 4 1; + 11| 


2 = б . Vadinasi, р(о; B) = р(4; а) = — s ШШШ = 
= „38 

329 ` 

274 uždavinys. Taisyklingos trikampės priz- z 
més šoninës sienos — kvadratai. Per šoninés sie- C 
nos įstrižainę ir per šiai sienai lygiagrečios briau- ÁN. 
nos vidurį išvesta plokštuma. Raskite šios plokš- д B, 

* D #4 


tumos posvyrio į pagrindo plokštumą kampą. 


Sprendimas. Orientuosime koordinačių siste- 254 
mą taip, kaip parodyta brėžinyje. Pažymėsime z^ 


AA, = AB = m. Tada CF = Èm, ВЕ = "08. 
Taškų koordinatės: 
A(m; 0; 0), Boe m. ; 0), C,(0; 0; т), DG; ту, KT Sudarysime 
plokštumos AC,D d ax + у+с+а=0. 
am + d = 0, 
cm + d = 0, 


, 


тър. т. тудо. 
аот ат edem Ü 


Vadinasi, – dx - 4 + d = 0; x + z — m = 0 — plokštumos AC,D 
lygtis. 
Plokštumos АВС lygtis: z = 0. 
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Kampo tarp plokštumų reikšmė lygi kampui tarp statmenų šioms plokš- 
tumoms vektorių. Plokštumai x + z- m = 0 statmenas vektorius yra 
п\(1; 0; 1), o plokštumai z = 0 — vektorius 7(0; 0; 1). Kampas Фф tarp ju 
lygus: 


а ы Бы а Бл +1 
* EP 


;cosp = 2, g = 45°. 


275 uždavinys. Vektorius r" su koordi- 
načių ašimis sudaro atitinkamus kampus 
a, B ir y. Įrodykite, kad соо + cos'B + 
+ cos y = 1. 

Sprendimas. Pažymėsime vektoriaus ko- 
ordinates: F (a; b; с). Ë AOMD: OM? = ОГ? 
+ + MD; [P |! = a" + b? + c). Padalysime 


šią lygtį panariui iš OM*: 1 = 2 + Om 
E = b = Bru 
) + ti "iE Bet -— au созо; лу = совр; Ə = cosy. p ы кла 
T eaii cosy = 1. 


276 uždavinys. Išsiaiškinkite, ar susikerta sferos x! + у + Z° - 2х = 0 
ir 2 + y) + 22 — 4x — 6z + 4 = 0. 

Sprendimas. Pertvarkysime duotas lygtis: (x — 1) + у + 2° = 1 — sfera, 
kurios centras O,(1; 0; 0) ir spindulys 1; (x — 2)2 + y! + (z —3)? = 9 — sfera, 
kurios centras O,(2; 0; 3) ir spindulys 3. Atstumas tarp sferų centrų: 
0,0, = N(2 - 1} + (0-0) + (3-0? = 110. R, + R, = 4; R,- R, = 
= 2.2 < VIO < 4. Vadinasi, R,- R, < 0,0, < R, + R, ir sferos susikerta. 


277 uždavinys. Raskite plokštumos, kurios atžvilgiu taškai A(7; 1; 4) ir 
B(3; 5; 2) yra simetriški, lygtį. 
Sprendimas. Ieškoma plokštuma turi eiti per atkarpos АВ vidurį, tašką 


C, kurio koordinatės x, = 7+3 5; уу = H3. = 3; z, = 422 = 3. Be to, 


2 
ši plokštuma о turi būti statmena vektoriui СА, kurio koordinatés 
cg; -2; 1). Vadinasi, plokštumos lygtyje ax + by + cz + d = 0 galima 
paimti a = 2, b = —, с = 1, t. y. 2x — 2y + z + d = 0. Kadangi C e a, 
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tai jo koordinatės tenkina plokštumos lygtį; 2:5 -2: 3 + 1: 3c d = 0; 
d = - 7. Ieškomoji lygtis: 2x — 2y + z - 7 = 0. 


278 uždavinys. Įrodykite, kad bet kokiems skaičiams a,, а„ a,, b,, b, b, 
teisinga nelygybė: (a,b, + a,b, + ab,) < (a; + а; + а) : (b; + b; + b3). (1) 
Sprendimas. Pažymėsime a (a4; 2; a4), b (b,; b; b). Nulinių vektorių 
atveju nelygybė teisinga. Todėl tarkime, kad a ir b — ne nuliniai vekto- 
riai. Tada a; + a; + a; > 0 ir b; + b; + b; > 0. Padalijus abi nelygybės (1) 
puses iš (a? + a2 + a?) : (b; + b; + b;), mes gausime nelygybę, kuri tolygi 

tai, kurią reikia įrodyti: 
(a,b, + ab, + ab) 


———————————Ó——-s1. (2 
(а! + a+ а): (b? + bj Di) 9 


Kadangi a,b, + ab, + ab, = a b,al alt di = al b) + D Do = 
- [b |, tai nelygybę (2) galima perrašyti taip: 
2 2.2 
<S MU. ši (3) 
la |°: [bp 
2 "m 
Bet — = соѕф, kur  — kampas tarp vektorių a ir b. 
Ja |- |b| 
Vadinasi, nelygybę (3) galima perrašyti taip: cosřọ < 1. Kadangi |соѕф| < 1, 
tai ir cos%ọ < 1, todėl ir nelygybė (1) teisinga. 


18. VEKTORIAI GEOMETRIJOJE 


279 uždavinys. Taškas M yra spindulyje AB, bet nepriklauso a atkarpai 
AB, be to, AM : MB = 1: k. Išreikškite vektorių OM vektoriais ОА ir OB. 
Sprendimas. Tarkime, kad O — bet koks taškas. Pa- 


M 
> „ A кр 
gal sąlygą АМ: BM = 1: k, todėl AB = 1, BM 8 
==: o k =K x А 
Ér AB; AB = Ob - ОА; BM = E AB кх 5 


x (OB - ОА). OM = OB + BM = OB +E (Ob - aA) = (1+0 )х 
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280 uždavinys. Įrodykite, kad trapecijos pagrindų vidurio taškai ir tie- 
sių, kuriose yra trapecijos šoninės kraštinės, susikirtimo taškas yra vienoje 
tiesėje. 

5 dir cu I$ trikampiu BSC ir ASD pa- 


= SD _ = 1 _ 
našumo: 34 $С k; SB = r SA; SC 


8 d = 18р, Jei Mir N — ааа pagrindų BC 
a vidurio taškai, tai $М = 188 + $5 - = 

A 0 
x ida + 1sĐ) = Іа + SD) = lg. 


Kadangi vektoriai SM i ir SN P iš vieno taško ir NUM tai n 
S, M, N yra vienoje tieséje. 


281 uždavinys. Lygiagretainio ABCD taškas K — BC vidurio taškas, M — 
CD vidurio taškas. Raskite AD, jei AK = 6, AM = 3, “КАМ = 60“. 
8 K C Sprendimas. Pažymėsime ZBAD = o, 
AB = y, Ab = x.Iš AAKM pagal kosinusu 
кей, KM = 36 +9-2-6-3- 1, 


y ^ “B 2 
ез АЁ = 1(48 + AQ) = 16+ 2); 
< D 
š @ Ай = 1(4ё + Ab) = 10x + yy 
G) KM = 1 Bb = 1@-у); 
EQ AE = ig + Уу; 36 = 12 + у + xycosa (4) 


Iš (2): AM = ior t у}; 9= x + žy + xycosa (5); 

Atimsime (5) iš (4): 27 = х2); y! = 36 + X; 

Iš (3): KM = Ig-yyz = 102 ey - 2xycoso) (6) 

Iš (5), padauginus iš 2, gauname: 2xycosa = 18 - 22° — b ; 2хусоѕа = 
-18-26- 106 + x); 2хусоѕа = — 2x. Šią reikšmę įstatysime į (6): 
27 = 107 + (36 + x) Зу x = 4. Taigi, AD = 4. 
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282 uždavinys. Tiesėje duoti trys taškai A, B ir C. Raskite aibės masių 
centrą. 

Sprendimas. Kadangi baigtinės aibės ma- 
sių centras visada egzistuoja ir yra vieninte- 
lis, tai tarkime, kad M — aibės (4; B; С} 
masių centras. Pagal masių centro apibrėži- M 
mą: MA + MB + MC = 0. Bet MB = MA + Ab ir MC = Mb + BC = 
= MA + AB + BC. Todėl MA + MA + AB + MA + АВ + BÓ = 0; 


3: MÀ +2: Ab + BC = 0; AB + BC = AÓ; 3 МА = (AB + АС); 


МА =- 186 + АС). Kadangi taškai А, B, С yra vienoje tiesėje, tai AC = 


=k . AB, kur k = 28. Vadinasi, МА = -i« + DAB. Iš čia taškas M yra 


vienoje tiesėje su taškais A ir B, ir MA = ik + 1)4В = i + 1)АВ = 
= iac + AB). 


А 5 C 


283 uždavinys. Įrodykite, kad keturkampio, kurio priešingos kraštinės 
nėra lygiagrečios, trys tiesės, dvi iš kurių eina per priešingų kraštinių vidu- 
rio taškus, o trečia — per įstrižainių vidurio taškus, kertasi viename taške. 

Sprendimas. Erdvinio keturkampio kraš- 
tinių vidurio taškai yra lygiagretainio viršū- 
nės, todėl MQNP — lygiagretainis, kurio 
įstrižainės kertasi taške O ir šis taškas da- 
lija jas pusiau. Bet MN — keturkampio 
MFNE įstrižainė, kur Fir E — AC ir BD 
vidurio taškai. Įrodysime, kad MFNE — lygiagretainis. MF || BC ir MF = 
= LBC, kadangi MF — trikampio ABC vidurio linija. EN || BC ir EN = 


= LBC, kadangi EN — trikampio DBC vidurio linija. Vadinasi, MF || EN 


ir MF = EN. MFNE — lygiagretainis ir jo įstrižainė EF taip pat eina per 
tašką O. Vadinasi, tiesės MN, PO, FE eina per tašką O. 
Užduotis: uždavinį išspręskite vektoriškai. 


284 uždavinys. Taškas M — atkarpos AB vidurio taškas, taškas M' — 
atkarpos A'B' vidurio taškas. Įrodykite, kad atkarpų 4A', BB', MM" vidurio 
taškai yra vienoje tiesėje. 
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А 2 4 Sprendimas. МОМ'О, — lygiagretainis. 


E Jo įstrižainės MM' ir OO, kertasi taške O,, 
A ^ kuris yra atkarpoje OO,. 
AK = ‚ Užduotis: uždavinį išspręskite vekto- 


д à 8 riškai. 

285 uždavinys. Kokiu santykiu dalija atkarpas BN ir CM jų susikirtimo 
taškas, jei ABCD — lygiagretainis ir АМ : BM = 1:2, AN: ND = 3 : 1. 
8 C Sprendimas. Vektoriai BÓ ir BN kolinea- 

uum ыу R assit ad 
/ S rūs, todėl BÓ = k - BN. Analogiškai MO = 
=n- MÈ. Šias lygybes galima perrašyti taip: 
A N D А0 = k - AN + (1 - kg dB; AÓ = n: AČ + 
+ (1 — п)АМ. Bet AN = 2⁄5, АС = AB + AD; AM = МВ. Todėl Аб = 
= B +(1- KAB; AÓ =n . AD t 2n 1 AB. I$ vektoriaus skaidymo 


dviem nekolineariais vektoriais vienareikšmiškumo gauname: ri - nir 


1- k= 2231, pta n = Å, k = Ž. Vadinasi, ВО: BN = $; МО: MC = 


= 1. А = 4. Р zl 
3 ВО: ON s; МО: OC 2 

286 uždavinys. Per lygiašonio trikampio aukštinės vidurio tašką išvestos 
dvi tiesės, jungiančios ją su pagrindo viršūnėmis. Kokią ploto dalį sudaro 
kiekviena iš 6 dalių, gautų šioms tiesėms kertant trikampį? 


8 Sprendimas. Kadangi trikampių ABC ir AOC 
/5N pagrindas yra bendras, tai 
M N 
З лос = ор = 1 P 
Suc BD 2 
Trikampiai AOD ir COD lygūs pagal du statinius, 
A г; С todėl Suon = $усор = 1 Suc: Likusių keturių 


trikampių plotas lygus 1s apc: AABO = ACBO pagal dvi kraštines ir kam- 
pa tarp ju. AMBO = ANBO. Vadinasi, Saan = Ssmo + 2Saxpo- Tarkime, 

23 xx 3 3 
kad NO : NA = k. Tada NO = k: NA. Iš čia CO = k: СА + (1— k)CN. 
Jei CN = т: CB, tai CÓ = k: CA + (1 - т: CB. Kita vertus, O — 
atkarpos BD vidurio taškas, todėl СО = LEB + CB, CÓ = 1СА 4 18. 
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Iš vektoriaus skaidymo dviem nekolineariais vektoriais vienareikšmiškumo 
turime k = 1. Vadinasi, МО = МА. Trikampiai ABN ir OBN turi bendrai 
viršūnę B, todėl Suo: Sanga = NO: МА = 1:4; 

5 аво 1 


Suus + 2$, д} Suo = 2$уво- Vadinasi, 6 - Suy, = AS nei 


L L 


ANBO 7 T5Saxci Samo = S, ac Taigi: $,,55 = S,cop = 5мас) Sson = 


= Sicon = FE Sanom = Sason = NS 


287 uždavinys. Lygiagretainio kraštinės sutinka kaip m : n, o įstrižainės — 
kaip р: q. Raskite lygiagretainio kampus. 8 C 
Sprendimas. Tarkime, kad AD : AB = m:n 
ir AC : BD = р: q. Kosinusų teoremos pritai- 
kymas trikampiams ABD ir ACD leidžia įro- 
dyti, kad lygiagretainio įstrižainių kvadratų su- 2 
ma lygi j Є каш kvadratų шш, t. y. AC! + BD! = (AD? + AB’). Iš 


čia (I + P pp: = XI + "АВ" Bet BD = AD - AB. 


2 2 
Todėl P 4 (4 - à - ыйлуу. Padalysime abi puses iš 
q п? 


ав: (Ару + 1- 240 кА = 2g (m^ + n), 
AB AB 


n(p*q)' 
+n ja 2m Сов4: cosA = G t AB), 
TS np" + 4) n 2mn(p° + 4) 


Kadangi cos(180° — о) = —cosa, tai cosD = -cos4. Ве to, ZC = ZA 
ir ZB = “Рр, 


288 uždavinys. Įrodykite teorema: trikampio aukštinės susikerta viena- 


me taške. 8 
вы Tarkime, kad АВ = c, AC = Б, 
p. CÓ = p- Б. Kadangi BO 1 АЁ, tai M 
F: 2 = o db- Ma =0,(5-25=0, | 
b: c= b p. (1). 
Rasime skaliarinę sandaugą: А}. CÓ = ^ N C 
= y >> >> > р Py 


=@-р ` p= 0, kadangi 
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-c(p-b)zsc:p-c:bzc- .p-b-p = ( 


CB.LAÓ. Vadinasi, AB - CÓ = 0, o todėl AB1CÓ. Taigi trečioji aukštinė 
eina per likusių dviejų aukštinių susikirtimo tašką O. 


Pastaba. Tai viena iš keturių teoremų apie ypatingus trikampio taškus. 
Jos įrodymo būdo pasirinkimą sąlygoja skyrius, kuriame yra šis uždavinys. 


289 uždavinys. Žinodami stačiakampio kraštinių a ir b ilgius, raskite 
kampo tarp įstrižainių kosinusą. 
C Sprendimas. Kampu tarp įstrižainių laikomas 


5 
— 2 mašesnis i$ dvieju gretutiniy kampu АОВ ir AOD. 
m ub 8 Jei a > b, tai rasime cosa. Pagal skaliarinés san- 
A 


2  daugos apibrėžimą: 
рф. дА 
cosa = ——— „Kadangi ABCD — stačiakampis, tai OD = ОА 


II 


= Z+; DÓ =La +P) GA = 104 = lg - Б) DÓ · ОА 


2 2 
(a? – 07). сова = LP 


э - 
-b)= ———. 
) а? + b° 


1 
4 


290 uždavinys. Įrodykite, kad atkarpos, jungiančios trikampės pirami- 
dės priešingų briaunų vidurio taškus, susikerta viename taške, kuris jas 
dalija pusiau. 


Sprendimas. Pažymėsime M,, M,, M, №, №, 
N, piramidės briaunų vidurio taškus. Reikia įro- 
dyti, kad atkarpos M,N,, M,N,, M,N, susikerta vie- 
name taške, kuris jas dalija pusiau. Tarkime, kad 
M — bet koks erdvės taškas ir O,, О,, О, — ati- 
tinkamai atkarpų M,N,, M,N,, M.N, vidurio taš- 
kai. Tada: 


1) MO, = МИЙ, + МА), bet MM, = lod M3) ir MN, = lob + 
+ MC). Todėl MÓ, = МА + MB + MC + MÀ). (1) 

2) MÓ, = ИМИ, + MÑ), bet MM, = иё + М) ir MÑ, = LMA + 
+ MB). Todėl MO, = МА + MB + MC + М). (2) 
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з) МО, = lori, + МА), bet MM, = lob + MS) ir MN, = la " 


+ MC). Todėl МО, = мА + MÈ + MC + М). (3) 


Iš (1)-(3) išplaukia, kad MO, = MO, = MO, t. y. O, = O, = O, 
O tai reiškia, kad nagrinėjamos atkarpos susikerta viename taške, kuris jas 


dalija pusiau. 


291 uždavinys. Įrodykite, kad jei trijų atkarpų, jungiančių tertaedro 
priešingų briaunų vidurio taškus, ilgiai lygūs, tai šios priešingų briaunų 


poros statmenos. 
Sprendimas. Pažymėsime SÀ = р , s = 4 , 


SC = P. Tada MN = MA + AB + BÑ = - 1р+ 
+17 + 3; PQ = РЁ + СЁ + BÓ = 1p + 
+4q-1r; R? = RÈ + BÀ + AT = 1p -1q + 


+ E. Rasime šių vektorių skaliarinius kvadratus: 


Р = 1р + q - Y = SZT ISIS 
Ri: = К-а + ry = И? + аг) + 1р 
4 4 2 
Kadangi pagal sąlygą MN = P,Q = РТ, tai 
>> ээ >> >> >> э ә 
+p'q-p'r+q'r=p'q-p'r-q:r 
>> >> > ээ >> > 
pq-per-qure-piqtpor-qcr 
>> ээ ээ ээ 223 2 
+p'q-p'r +q'r=—+'q+p'r-4q 
7C -p)=0 (È 4 = 0, SBLAC 
p(Q-r)=0 {$3-СЁ=о, SALCB 
r (Q -p)=0; |$С-Ай=0; SCLAB. 


Tài ir reikéjo jrodyti. 


D 


S 

8 
ә > 
'q tq: 
> > 
TETE 
> > 
+r-ą: 


292 uždavinys. Tetraedro ABCD briaunos DA, DB, DC atitinkamai lygios 
2, 3 ir 4, tarp savęs sudaro kampus ZADB = 90°, ZADC = 45°, ZBDC = 60°. 


Raskite tetraedro tūrį. 
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А Sprendimas. Tarkime, Каа АО — tetraedro aukš- 
tinė, DA = а, DB = P, DC = с. Tada DÒ = 


2 
C = xb + ус, Ab = + -а + xb + ус. 
р Kadangi Abi j AÓAZ , t ; 
/ AÓ P = 0, се 
AÓ- 2 = 0; |а +8 + ус) = 0; 

9х + бу = 0, 

-4V2 + & + 16у = 0; у= Žr - 28. 

Todėl AÒ = 2 -205 3 22, 

М0] = Аф? = (2 ж + №. гу $40 = 23 sao = 
= i: Вр · CD · sin60* = 3V3 . Tetraedro tūris: V = i SH - 
-1.38.28.. 2 (kub. vien.). 


293 uždavinys. Raskite atstumą tarp tetraedro, kurio briauna lygi l, 
dviejų prasilenkiančių briaunų vidurio taškų. 
5 Sprendimas. npe kad M ir N — atkarpu 
AC ir SB vidurio taškai, SA SA ma, a „SB = b, sé =ç. 
Tada NM = SM- SN = l(a + c)- IP = la " 


» i pes € -B +2) = Қа? + 8 + 
— 


19. STOJAMUJU EGZAMINU UZDAVINIAI 


294 uždavinys. Automobilis ir autobusas išvažiuoja iš taško A į tašką B. 
Jų greičiai atitinkamai lygūs 90 km/h ir 60 km/h, o išvykimo iš nad B laiko 
skirtumas toks, kad į tašką B jie turi atvykti kartu. Nuvažiavęs 2 kelio, 
autobusas sumažina savo greitį iki 45 km/h ir todėl automobilis aplenkia 
autobusą likus iki taško B 17,5 km. Raskite atstumą tarp taškų A ir B. 
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Sprendimas. Tarkime, kad АВ = 5, DB 
= 17,5 km. Visam keliui 5 automobilis sugaišta f, 


= Š valandų, o autobusas — t, = £ valandu. Kad j taška B atvyktu kartu, 


A CD B 


autobusas turi būti kelyje At = f,- t, = 2 valandų ilgiau. Kelyje AD 


autobusas sugaišta t, + tcp valandų, kur £,„— laikas, sugaištas kelyje AC, 
25 18-175 
- laikas, sugaištas kelyje CD. t, = —— + 
OT ^ 6 45 
tam pačiam keliui sugaišta f; = 5 — = valandų. Kadangi £,5 — t, = At, 
1 
28-175 
25 |3 á S – 17,5 M 
irs 5 7748 ^ = ; $ = 105. Atstumas t 
ai 180 a5 90 180; $ stumas tarp taškų 
A ir B lygus 105 km. 


„ Automobilis 


295 uždavinys. Išspręskite lygtį sin'5x = ѕіп4х + sin'x. 
Sprendimas. Pritaikysime laipsnio žeminimo formules: 


ѕіп25х = L= со; sinx = 1-08 „Todėl 25іп4х + cos10x — cos2x = 0; 


2sin4x — 25іпбх · ѕіп4х = 0; 2sindx (1 — ѕіпбх) = 0; ѕіп4х = 0 arba ѕіпбх = 1; 


х = P arba x = 12 + Kx: k, n € Z. Patikrinsime, ar nėra šiose aibėse 


bendrųjų sprendinių. Jei esant tam tikroms k ir n reikšmėms šaknys sutam- 


pa, tai turi būti taip: == E “15 2 t н 3k = 1 + 4n. Ši lygtis turi be galo 
daug sveikųjų Fen jei imsime n = 2, 5, 8, 11, ..., tai atitinkamai 
k = 3, 7, 11, 15, ... . Kad išmestume iš gautų aibių bendruosius sprendinius, 
imame n z 3m + 2, kur m = 0, + 1, + 2, ... Taigi sprendiniai bus: E, 


keZir ^+ ЛЕ, neZ, п # 3m + 2, m e Z. Paskutinė aibė gali büti 


12 3” 
užrašyta ir kitaip: jei n + Зт + 2, tai reiškia, kad arba n = 3m arba п = 
= 3m + 1. Jei n = 3m, tai Л. + 3mm Tų m, m e Z. Jel n = 3m + 1, 


12 3 12 


tai — 1 Г + ©ту. эһ + mn, m e Z. Vadinasi, lygties sprendiniai: m, 


5л 
+" tim „kur k, m, n eZ. 
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296 D ЕБ can 
a) 4? Tox 22x 46-1 


b) un t uui -1) = 
Sprendimas. a) Kadangi (2x – iy = Фф? + L - 4, tai 4 + Е = 


= (2х — ly + 4. Duotą lygtį galima parašyti йй. (2х - D + 4 = (X- 
- 1) + 6. Pažymėsime 2r- 1 = 1. Tada í — t — 2 = 0, f =- h = 2. 
Djiz-lo-puimex-1-20 x x 1.2ji2-1.2 
tai 22 -2x-1 = 0,x, = 173 „ - 1+3 . Rekomenduojame patikrinti 


visus keturis sprendinius. 
b) sinx > 0, 2sinx # 1. 3tgx + 2cos2x - 1 = 4sin^r 3tgx + 1- 


: js i 8tg x 

- 8sinĉr = 0. Pakeisime six = EL... 3tgx + 1- m Ві. . PaZymésime 
N1- tg% gx 1 tg 

шке 2220.32 -4+1=0д= 0,2, = 1. 1) tg% = k= +É + 


+ km, k e Z. Bet esant šioms x reikšmėms 2sinx = 1, todėl rastos šaknys — 
pašalinės. 2) tg% = 1, x = + ® + nm, n e Z. Esant šioms reikšmėms 
2sinx # 1, bet dar reikia atmesti tuos x, kuriems esant sinx < 0. Lieka 


х= 1 + 2kr ir x = 2 + 2kn, k e Z. Šiuos sprendinius galima jungti: x = 


= (-1)" " + mn, m e e 


297 uždavinys. Raskite visas realiųjų skaičių m ir п poras, kurioms 
esant lygtis (3x — 2m“ + mn) + (3m? - mn + 2n! - 3x + 4 = 4x- X 
turės bent vieną sprendinį. 

Sprendimas. Pertvarkysime lygtį: (3x? - 2m^ + тл) + (3m^ - mn + 
+ 2n - xy. + (x - 2y = 0. Kvadratų suma lygi nuliui, esant sąlygai: 

З? - 2m! + mn = 0, 

3m! - mn + 2n' - 12х = 0, 

х = 2. 

Iš čia: 

2m! - тп = 12, 

3m! - тп + W = 24. 
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2 
Iš pirmos lygties л = 27—12 


Įstatome į antrą lygtį: 3m? - 2m“ + 12 +2, „ (4m* – 48т? + 144) = 24. 


Pažymėję т? = t, gauname lygtį £ – 12t + 32 = 0; t, = 4, t, = 8. 

1) t = 4. Таа m, = - 2, n, = 2; т, = 2, п, = - 2. 

2) г = 8. Tada т, = – 202, п, = – (2; m, = 202, п, = V2. 

Taigi sistema turi 4 sprendinius. Vadinasi, duotoji lygtis turés bent viena 
sprendinį, esant tokioms m ir n reikšmėms: (-2; 2), (2; 22), (-2N2; -2), 
(202; 42). 


Dar rekomenduojame išspręsti tokią lygčių sistema: 

5x! + 8ху + Ay! = 4 + 4x, 

зіп (лх) + зш (лу) = 0. 

Čia reikia atkreipti dėmesį į tai, kad iš pirmos lygties (x + у) = 2 — 
- 1 (x — 2), vadinasi, (x + y) < 2. Iš antros lygties išplaukia, kad x ir y — 
sveikieji skaičiai. Todėl x + y = 0 arba +1. Išnagrinėję šiuos tris atvejus, 
jūs gausite sistemos sprendinius: (4; -5), (0; -1), (0; 1), (4; -3). 


298 uždavinys. Raskite visas parametro a realias reikšmes, su kuriomis 


funkcijos у = 3251-20 — 2) reikšmių sričiai priklauso intervalas [1; 2]. 
a - COS X t4 2b 

Sprendimas. Раўутёѕіте sinx = t, 1- a = Б; y = 2-5 = p, 

р? - t- Ыр + 2) = 0. Uždavinį galima suformuluoti ir taip: kokioms 

reikšmėms esant lygtis f(t) = 0, kur f(t) = pf — t — b(p + 2), esant bet 

kokiam p e [1; 2], turi bent vieną šaknį, tenkinančią sąlygą: |t| < 1, 2 * b? 

Pastebėsime, kad sąlyga = b gali būti tenkinama tik, kai b = 0. Bet 


tada lygtis f(t) = 0 turi šaknį 7 . Lygtis f(t) = O turi šaknis esant sąlygai: 
D = 1 + 4pb(p + 2) 20. Ši nelygybė teisinga, esant visiems p є [1; 2], tik 


: 1 . 
tada, kai b > - — , kadangi 4pb(p + 2) 2-1; b 2 ————— 
32 gi 4pb(p + 2) > EE 


Kadangi parabolės y = pf“ ~ t — b(p + 2) viršūnė t, = = priklauso 
intervalui [0; 1], būtina ir pakankama lygties f(t) = 0 šaknies, priklausan- 
čios intervalui [-1; 1], egzistavimo sąlyga yra bent vienos iš nelygybių 
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КҚ) 20, f(-1) > 0 tenkinimas su visais p e [1; 2]. Kitaip sakant, esant 
visiems tokiems p turi būti tenkinama viena iš nelygybių: 


p< 2+1. p< p= b. 
pt2’ р+ 2 


Bet tam būtina ir pakankama, kad b < E . Kad rastume a, lieka prisiminti, 
kad 1- a = b. Vadinasi, a 2 1. 
299 uždavinys. Išspręskite nelygybę J 35.15. < a8 + — 


1-2 Lez 
Sprendimas. Pažymėsime 2° = t, t > 0. Tada 


2 TE, 
t l-t 1-t 


ТЕЧЕ] uU PE LU (1) 
01-20 1-7 
Rasime šios nelygybės apibrėžimo sritį: TE n 2 2 0 ir zi = > 2 0. 


Sprendžiant intervalų metodu, randame: ¿ є (0; Ыл ; +оо). Ieškosime 
sprendinių kiekviename iš šių intervalų. 
sd .4(1-4) | 17-8 
1) t e (0; 4) B (1): (1— 1) E emo (2) 
Padauginsime abi šios nelygybės puses iš t(1 — 1) > 0:82 — 33t + 4 < 0; 


te @ 4). [vertinsime nagrinéjama intervala: t € (2; A. Kadangi t = 2, tai 


L<Zsk3<xs-2. (3) 


2)1є [21 ; +оо). Padauginsime (2) i$ (1 - t) < 0: 8 — 33t + 4 > 0; 
t € (= =; ы; +). Įvertinsime nagrinėjamą intervalą: t є (4; +оо). 
Vadinasi, 2 > 4; x > 2. x € (2; +оо). (4) 
Sujungiame (3) ir (4): x e (-3; -2]U(2; +eo). 


300 uždavinys. Išspręskite lygtį sin(x — 2) = cos 3 ; 
+3 x-2 
Sprendimas. cosx + cos = 3 = 0; 2cos cos ; =0 
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= 0; — = E kr, keZix - (n + 2kny + 3 = 0; 
2 2 2 
= (n + 2&т)?- 12; D > 0, kai 42 + 4kn“ + m - 12 2 0. Sio trinario 


diskriminantas: D, = 161“ - 16m(m^ - 12) = 192л°> 0; k, = 29-27 23 ; 


x43 x43 
1) cos 


2n 
Беж. d kx. TNT 
27 * 24 


Vadinasi, tinka visi k € Z, išskyrus k = -1; 0. 
2 
хы = x + An) + CETT 12 turkeZk * -1; 0 (1) 


2) cos „2 = 0; 1-2 = n + 2nm, n € Z; № - (п + 2nnx - 3 = 0; 


D = (n + 2nny + 12; D 2 0, kai n € Z. 


2 
„= (n+ 2пт) + droan +12 kur n e Z. (2) 


(1) ir (2) — duotos lygties sprendiniai. 


301 uždavinys. Per bet kokį tašką, esantį trikampio, kurio plotas S, 
viduje išvestos tiesės, lygiagrečios dviem jo kraštinėms. Trikampių, atskirtų 
šių tiesių, plotai lygūs S, ir S, Raskite plotą trikampio, kuris apribotas 
šiomis tiesėmis ir trečia kraštine. 

Sprendimas. Pažymėsime S upy = Sy, AB = c, 

AN = x, BM = y. Kadangi S xsv = S, ir AKBN— 


Ç 
x A L 
—ACBA, tai jų plotai sutinka kaip atitinkamų krašti- 
nių kvadratai: X 
2 2 
S „AB B $ с — > 4 


= =c-x;—= 


S, BN“ 5, te) 


Iš čia x = A i "É 5, у Kadangi Saw, = S; ir ALMA-ACBA, tai 


Lm suedi ). MN = AB - (AN + BM) = 


$, (с- 7 

=c- (x + y) = л пе Kadangi AMPN-ABCA, tai 
5, MN s = QS, + S - Убу. 

S AB 
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302 uždavinys. Rutulys liečia taisyklingos ke- 
turkampės piramidės, kurios tūris V, pagrindą 
ir jos šonines briaunas. Raskite rutulio tūrį, jei 
žinoma, kad plokščiasis kampas prie piramidės 
viršūnės lygus a. 

Sprendimas. Pažymėsime АВ = х, ОМ = 


BN Ж 
= OO, = R. — =tgž; SN = | 
зу = 85 DE: 
E ASNO: SO = x _ Xlcosa | 
4р0 4 2sin€ 
2 
N eer 3 | 6Vsin€ 
V =S; H = iš px Iš čia x = AJ 2. 
s d n? Ncosa 
AO = Ас = E: SO, = SO- R хусоза 
2sin 
АО_ OM 


3 R a 
Aa ñ \f6Vsin 2 cosa 


Iš čia R = 
Хд Wisin?) — 4sin 0 cos 2-25 


2X2 Изїп© cos'a 
Todėl V, Зл? = s= S м. 
(1+ V2sin?)' 


303 uždavinys. Su kuriomis а reikšmėmis lygtis cos va — х2 = 1 turi 
lygiai 8 sprendinius? 

Sprendimas. Kadangi kosinusas lygus 1 esant argumentui 2Кт, k є Z, 
tai Va — x? = 2kn. Kairioji pusė — neneigiama, todėl k 2 0. Pakelsime 
kvadratu: a — х? = 4k' r"; x = + Va - 4k2m2 . Šaknų turi būti lygiai 8, todėl 
k=0,1,23,tty.a-4-3-17>0,beta-4-47- л? < 0. Vadinasi, 
Збл? < а < 64r. 
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20. ĮVAIRŪS MATEMATIKOS UZDAVINIAI 


304 uždavinys. Dviejų gretimų šoninių sta- p G, 
čiakampio gretasienio sienų nesikertančios 
įstrižainės su pagrindo plokštuma sudaro kam- 
pus о ir B. Raskite kampą tarp šių įstrižainių. 


Sprendimas. Tegul ZA, BA = а, ZD AD = 5 
= p. Pažymėsime DD, = x, ieškomąjį kam- А — 5 
- g. DC =—^-; DC = — , =— .AD= Z. 
BC sina tgo m sin tgp 
2 2 2 
E AADC: AC? = AD! + DC = 2089 + 18) ц дарс pagal 
tga: tg p 


kosinusų teoremą: AC“ = AD; + CD; - 24D, · CD, : cosq. Iš čia coso = 
= sina · sinB; ọ = arccos(sina - sin). 


305 uždavinys. Apskritimai, kurių skersmenys — trapecijos šoninės kraš- 
tinės, liečiasi. Įrodykite, kad į šią trapeciją galima įbrėžti apskritimą. 

Sprendimas. Lengvai įrodoma, kad jei ke- 
turkampio priešingų kraštinių sumos lygios, tai 
į jį galima įbrėžti apskritimą. Todėl užtenka 
įrodyti, kad AB + CD = BC + AD. Tegul 
АО = ВО = К; CO, = DO, = r, K — apskri- 
timų lietimosi taškas, / — bendra šių apskritimų liestinė, einanti per tašką 
K. Kadangi OK L liir О,К L I, kaip spinduliai, išvesti į lietimosi tašką, tai 
K e OO,. Vadinasi, OO, = R + r. Pagal trapecijos vidurio linijos savybę 
OO, = 2 (BC + AD). Taigi R + r= 1(BC + AD); BC + AD = 2(R + P. 
Bet ir AB + CD = 2(К + r). Todėl АВ + CD = BC + AD ir teiginys 
įrodytas. 


306 uždavinys. Jei šešiaženklis skaičius dalijasi iš 27, tai skaičius, gautas 

iš jo pirmąjį skaitmenį perstačius į galą, taip pat dalijasi iš 27. 
Sprendimas. Tegul А = abcdef, В = bcdefa. Tada R = B -A = 100000 x 
X(b — a) + 10000(c - b) + 1000(d — c) + 100(e - d) + 10(f - e) + (a - 
- f) = 3703 - Z(b — a) + 19(b- а) + 370 : 27(c - b) + 10(c - b) + 
+ 37 · 27(d - c) + (4-с) + 3 : 27(е- d) + 19(e- d) + 10(f- е) + 
+ (a - f). B to darome išvadą, kad R = (19b - 19a + 10c - 10b + d - 
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- c + 19e ~ 194 + 10f — 10e + а – f)(mod 27). Sutrauksime panašius 
narius: R = 9(a + b + c + d + e + f)(mod 27). Kadangi pagal sąlygą 
abcdef : 27, tai (a + b + c+ d + f + е): Зі R = 0(mod 27). Bet R = 
= B- A ir pagal salyga A = 0(mod 27). Todėl ir B = 0(mod 27). Iš to 
išplaukia, kad ir B dalijasi iš 27. 


307 uždavinys. Keliais nuliais baigiasi skaičiaus 9” + 1 dešimtainis 
užrašas? 

Sprendimas. Pasinaudosime Niutono binomo formule: 9” + | = 
= (10 — 1)” + 1 = Cy: 10° – Ch: 10” 09-100 + C - 10 — 
- Суу + 1 = 100(10% — 999 . 10% +... - С) + 9990. Du paskutiniai šios 
sumos pirmojo démens skaitmenys — nuliai, todél pridéjus prie šio skai- 
čiaus 9990, sumos priešpaskutinis skaitmuo nebus nulis. Vadinasi, duotasis 
skaičius baigiasi vienu nuliu. 


308 uždavinys. Kaip padalyti trikampį su kampais 15°, 105°, 60° į lygia- 
šonius trikampius? 
8 Sprendimas. Tegul Z4 = 15°, ZB = 105°, 
ZC = 60°. Išvesime BD.LBC. Sujungsime at- 
karpos CD vidurį su tašku B. F — apie ABCD 
apibrėžto apskritimo centras, todėl BF = 
= DF = CF. Vadinasi, ABCF ir ABFD — 
lygiašoniai. Kadangi Z4BD = 105? - 90° = 15°, tai ir AABD lygiašonis. 
Gausime tris lygiašonius trikampius. 


A 0 F c 


309 uždavinys. Ar galima bet kokį trikampį padalyti į keletą lygiašonių 
trikampių? 

Sprendimas. Atskirai išnagrinėsime smailųjį, statųjį ir bukąjį trikampius. 

1) Tegul A4BC — smailusis. Tada apibrėžto apskritimo centras O yra 
trikampio viduje ir АО = BO = CO. Gausime tris lygiašonius trikampius. 

2) Tegul A4BC — statusis. Tada apibrėžto apskritimo centras O yra 
įžambinės viduryje, ir mes gauname du lygiašonius trikampius. 

3) Jei AABC — bukasis, tai iš bukojo kampo C viršūnės išvesime stat- 
теп} CD L AB. Gausime du stačiuosius trikampius, kiekvieną kurių gali- 
ma padalyti į lygiašonius trikampius. 

Taigi bet kokį trikampį galima padalyti į keletą lygiašonių trikampių. 
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310 uždavinys. Skriestuvu ir liniuote nubraižykite trikampį pagal dvi 
kraštines a ir b (b > a), jei žinoma, kad kampas prieš vieną iš jų du kartus 
didesnis nei kampas prieš kitą kraštinę. 

Sprendimas. Apsiribosime sprendinio analize, PN 
braižymą, įrodymą ir tyrimą palikdami nagrinėti sa- А & 
varankiškai. Tegul АВС — ieškomasis trikampis ir A 
kampas В du kartus didesnis už kampą A. Pažymė- „ T e 


sime ZA = Ф. Tada ZB = 20. Išvesime ВР taip, kad 
“АВР = ç. Tada ZBDC = 29 kaip trikampio ij Vadinasi, 


AABC-ABDC. lia EA ; Ср =“; Ар = AC-CD = 


BC CD a CD' b І 
-b- = . Trikampis ABD lygiašonis. Todėl BD = AD = b – + Žinome 
tris ima BCD kraštines, todėl galime jį nubraižyti. Toliau, atidėję 
AD=b- z gausime ALI ir nubraižysime ААВС. 
Atkarpą CD = T3 х galima nubraižyti taip. Brai- 


žome apskritimą su skersmeniu b. Iš taško M atstu- 


= 


mu MK = a skriestuvu padarome atZyma apskritime M P 0 
ir, naudodamiesi skriestuvu bei liniuote, išvedame 

KP L MN. AMNK statusis, ZK = 90°, todėl AMNK-—AMKP, 
MN MK. b а . MP 


2 
T 
MK MP'^ МР’ b 


Atlikdami tyrimą, įsitikinsime, kad, kai b < 2a, uždavinys turi vienintelį 
sprendinį, o kai b > 2а sprendinio neturi. 


311 uždavinys. Su liniuote, sužymėta kas 1 cm, nubraižykite duotojo 
kampo pusiaukampinę. 

Sprendimas. Duotojo kampo B kraštinėse atidėsime 
atkarpas BM = BN ir MA = NC. Kadangi AB = BC, tai 
ZABC lygiašonis, ZBAC = “ВСА ir taškas B yra atkar- 
pos AC vidurio statmenyje. AACN = АСАМ pagal dvi 
kraštines ir kampą tarp jų. Vadinasi, ZNAC = ZMCA. 
Tada AAOC lygiašonis ir taškas O yra atkarpos AC vidurio statmenyje. 
Vadinasi, BD — lygiašonio trikampio ABC aukštinė ir pusiaukraštinė, o 
todėl ir kampo ABC pusiaukampinė. 
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312 uždavinys. Su skriestuvu ir liniuote nubraiZykite taisyklingąjį de- 
Simtkampi. 


Sprendimas. Braižome 36° kampą, kadangi 
360° : 10 = 36°. Tegul OC = 1. Jei ZCOD = 36°, 
tai ZOCD = ZODC = 72“. Išvesime kampo С 
pusiaukampinę CE. Tada AOCE lygiašonis. Pažy- 
mésime OE = CE = x. Tada DE = 1- x, CE = 
= CD = x. Kadangi AOCD—ACDE, tai 


Tokią atkarpą su skriestuvu ir liniuote nubraižyti galime, vadinasi, galime 
nubraižyti ir kampą СОР = 36°. Kaip braižyti toliau aišku. 


Pastaba. Sprendžiant senovinį geometrinį uždavinį: padalyti atkarpą vi- 
duriniu ir kraštiniu santykiu, t. y. rasti atkarpos aukso vidurį, taip pat 


reikia nubraižyti 5-1 ilgio atkarpa. 


313 uždavinys. Nubraižykite taisyklingąjį penkiolikakampi. 

Sprendimas. Braižome 360? : 15 = 24? kampą. Bet 24° = 60° — 36°. 
60° ir 36° kampus braižyti mokame (žr. ankstesnįjį uždavinį). Todėl galime 
rasti ir jų skirtumą. 


314 uždavinys. Duotas trikampis ABC. Raskite jo kraštinėse taškus K 
ir L tokius, kad AK = KL = LB. 
8 Sprendimas. Analizė. Tarkime, kad uždavinys išspręs- 
tas. Sujunkime taškus A ir L. Pažymėkime ZABC = о. 
K E Tada ZBKL = o, ZAKL = 180° - a, ZKAL = ZKLA = 
= 9, Iš čia braižymo būdas. Dalijame kampą ABC 
A € pusiau. Braižome kampą ZBAL = АВС ir tokį patį 
Катра KLA. К ir L — ieškomieji taškai. 
Įrodymas. Kadangi ZKAL = ZKLA, tai AK = KL. ZBKL = ZKAL + 
+ ZKLA = а, jei ZKAL = ZKLA = 5, ZBKL = ZKBL, todėl KL = BL. 
Taigi AK = KL = BL. 
Tyrimas. Kadangi ZBKL = ZKBL, tai trikampio ABC kampas ABC 
negali būti nei statusis, nei bukasis — šiais atvejais uždavinys sprendinio 
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neturi. Jei ZABC smailusis, tai anksčiau nurodytas braižymo būdas yra 
vienareikšmis ir uždavinys turi vienintelį sprendinį. 


315 uždavinys. Išreikškite funkciją y = 3' lyginės ir nelyginės funkcijų 
suma. 

Sprendimas. Tegul 3° = f(x) + f,(x) (+), kur f(x) = fix) fix) = 
= - fix). Tada 3* = /(—х) + f(x); 3* = fix) – fa) (+=). Iš (s) ir (=>) 


randame: f(x) = 3 2 3", Рб) = IM. 


316 uždavinys. Įrodykite, kad su visais x є (0; +оо) teisinga nelygybė: 
a) č > 1 + x;b)x > In(1 + x). 

Sprendimas. Išnagrinėsime funkciją y = e“ - 1—x. Kadangi у = -1> 0 
ir y(0) = 0, tai funkcija y didėja (pradedant nuo 0). Taigi e* - 1 — x > 0; 
е > 1 + x. Analogiškai įrodoma ir b) nelygybė. 


317 uždavinys. Koordinatinėje plokštumoje duoti taškai A(1; 0), 
B(0; 1), C(5; 5). Raskite S, sc. 
: = LBL LŽI sind: 
Sprendimas. $, вс = 214 |: [AC]: sind; 


SENEC = АЙ - „AB AC y. 
si COS mE 


Belieka jstatyti koordinates. Gausime: S = 4,5 kv. vnt. 


318 uždavinys. [rodykite, kad funkcija y = Vx, x > 2, x e N mažėja. 

Sprendimas. ]vertinsime santykj 

at xen f(x + y D Q4. 1 xD 

—w+1_ ra (1+ 13-1 < ala. 
А x! x x 3 

Taigi funkcija y = {х mažėja. Didžiausia jos reikšmė lygi B. 


Pastaba. Spresdami naudojome nelygybe (1 + ly « 3, kurios jrodymas 
yra geras uždavinys savarankiškam darbui. 


319 uždavinys. Įrodykite, kad su jokiu sveikuoju x trinaris y = x^ + 5x + 
+ 16 nesidalija iš 169. 
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Sprendimas. Pertvarkysime trinarį: у = (x + 9)(x — 4) + 52. Jei su 
kokiu nors x šis trinaris dalijasi iš 169, tai su ta pačia x reikšme jis dalysis iš 
13. Kadangi 52 dalijasi iš 13, tai iš 13 turi dalytis ir sandauga (x + 9)(x - 4), 
t. y. nors vienas iš dauginamųjų, nes 13 — pirminis skaičius. Bet x + 9 = 
= (x - 4) + 13, todėl jei vienas dauginamasis dalijasi iš 13, tai ir kitas 
dalysis iš 13. Vadinasi, (x + 9)(x - 4) turi dalytis iš 169. Kad y dalytųsi iš 
169, ir 52 turi dalytis iš 169. Gavome prieštaravimą. 


320 uždavinys. Raskite n natūraliųjų skaičių 1, 2, 3, ..., n visų galimų 
porinių sandaugų sumą. 
Sprendimas. Pažymėsime ieškomąją sumą 5. Tada (1 + 2 + 3 +... + 


+n? = 1+ 2+. + m + 25. Kadangi 1 + 2 +. + п = "ED 


2 2 
iiS. psu = n(n+1)(2n +1) „tai n(n + 1) _ п(п+1)(2л+1 + 
6 4 6 
+ 25. B čia $ = п(п+1)(л-1)(3л +2) 
2 24 š 


321 uždavinys. Įrodykite, kad jei p — pirminis skaičius ir p > 3, tai 
skaičius p“ — 1 dalijasi iš 24. 

Sprendimas. Akivaizdu, kad skaičius (p - 1)(p + 1)p dalijasi iš 3, bet 
p - pirminis skaičius, vadinasi, jis iš 3 nesidalija. Taigi iš 3 dalijasi p - 1 arba 
p + 1. Toliau, kadangi p - nelyginis skaičius, tai p - 1 ir p + 1 — gretimi 
lyginiai skaičiai, ir todėl vienas iš jų dalijasi iš 2, o kitas — iš 4. T. y. 
skaičius (p — 1)(p + 1) dalijasi i$ 8. Darome išvadą, kad skaičius p? — 1 
dalijasi iš 24. 


322 uždavinys. Ar gali kvadratinio trinario su sveikaisiais koeficientais 
diskriminantas būti lygus 23? 

Sprendimas. Tegul b^ - 4ac = 23. Tada b! - 25 = 4ac - 2; (b - 5) x 
x (b + 5) = 2(2ac - 1). Daugikliai kairėje vienodo lyginumo ir, kadangi 
dešinė pusė lyginė, tai kairė pusė dalijasi iš 4. Bet dešinė pusė iš 4 nesida- 
lija. Vadinasi, D negali būti lygus 23. 


323 uždavinys. Raskite mažiausią daugianario y = x(x + 1)(x + 2)(х + 3) 
reikšmę. 

Sprendimas. y = (x + 3x)(“ + 3x + 2). Pažymėsime x“ + 3x = z. 
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y = z(z + 2) = 2 + 2z = (z + 1y - 1. Vadinasi, mažiausia daugianario 
reikšmė lygi -1. 


324 uždavinys. Aritmetinėje progresijoje 20 narių. Narių, esančių nely- 
ginėse vietose, suma lygi 220, o lyginėse — 250. Raskite du viduriniuosius 
narius. 

Sprendimas. Reikia rasti a, ir а. Visų 20 progresijos narių suma lygi 


S = 220 + 250 = 470. Todėl aw +а = 5 = 47. a, + a, + as + + 


+ ay = 220; 10: a, + 2d + 4d +... + 18d = 10: а + 904; 10: a, + 
+ 90d = 220; a, + 9d = 22; a, = 22. Tada 47 — a, = 25, a, = 25. 


325 uždavinys. Trapecijos pagrindai lygūs a ir b. Raskite atkarpos, ly- 
giagrečios pagrindui ir dalijančios trapecijos plotą pusiau, ilgį. 

Sprendimas. Pratęsime šonines kraštines iki su- 
sikirtimo taške O. Panašių figūrų plotai sutinka kaip 
atitinkamų kraštinių ilgių kvadratai. Kadangi 
A4OD-ABOC, tai S, = kb", S, = kê, S, = ka", k # 0. 
AMON —ABOC, S, — AAOD plotas, S, — AMON 
plotas, 5; — ABOC plotas. Pagal sąlygą 5, - 5, = 


2 2 
= S,- S, B čia b? - 2 = x!-a5x- yetb, 


2 


326 uždavinys. Ryšulėlis krapų, surištas siūlu, kainuoja du litus. Kiek 
turi kainuoti ryšulėlis krapų, surištas du kartus ilgesniu siūlu? 

Sprendimas. Pažymėsime ryšulėlio spindulį pirmu atveju r,, o antru ~ r,. 
Pagal uždavinio sąlygą 277, = 4nr,. Todėl r, = 2r,. Ryšulėlių skerspjūvio 
plotai lygūs: S, = mr; S, = 4m. Vadinasi, S, = 45, ir todėl ryšulėlis 
kainuos 2 · 4 = 8 litus. 


327 uždavinys. Įrodykite, kad 3, 5, 7 — vienintelis iš eilės einančių 
pirminių nelyginių skaičių trejetas. 

Sprendimas. Tegul n, n + 2, n + 4 — iš eilės einančių nelyginių skaičių 
trejetas. Jei п — pirminis skaičius, nelygus 3, tai iš 3 turi dalytis vienas iš 
skaičių п + 2 arba n + 4, ir todėl tas skaičius nebus pirminis. 


328 uždavinys. Išspręskite lygtį a + b = ab = 


SS 
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Sprendimas. Jei ab = = , a(b - Р = 0, tai arba a = 0, b + 0, arba 


= + 1. Kai a = 0, K néra. m b + 0, tai ir а + 0. Jei b = 1, tai 


lygtis a + 1 = a sprendinio neturi. Jei b = -1, tai a - 1 = -a; a = L, 
Vadinasi, a = 1 , b = —1 — vienintelis duotosios lygties sprendinys. 
329 uždavinys. Veikiant varikliui 6% metanolio priedas sumažina ben- 
zino išeigą 15%. Su kokiu kiekiu benzino pavyks sutaupyti 100 1 benzino? 
Sprendimas. 100 1 mišinio yra 6 1 metanolio ir 94 1 benzino, todėl sutau- 
pysime 6 I benzino. Iš tų 94 1 benzino pavyksta sutaupyti dar 0,15 · 94 = 
= 141, t. y. iš 100 1 benzino sutaupoma 20 I. Taigi 100 I galima sutaupyti 


iš 500 litrų benzino. 
330 uždavinys. Išspręskite lygtį їй -х+їз+х=2. 
Sprendimas. Apibrėžimo sritį randame iš sąlygos 
| 1 — x > 0, 
15 + x 20; x e [-15; 1]. 
Pažymėsime VI- x = u, VI5š+x=v,u+ v = 2 (1). 


= 4 
l-*7 5^ шшш + у = 16 (2). 
15 + x= v. 
= 0, u, = 2, 
Iš (1) ir (2): B a. L 24 
Vadinasi, 
А-х = 0, РЕМ Үй-х = 
М5 + x = 2; dise o 
Todėl x, = -15, x, = 1 — duotosios lygties sprendiniai. 


331 uždavinys. Raskite arccos (cos(- LU), 


Sprendimas. Pažymėsime duotąjį reiškinį y. Tada ы = cos(- Ча, 


y € [0; т]. Kadangi cos(- UR) = COS @®- 4n) = совЭ® 3 ir 3E e [0; i tai 


у= x Vadinasi, arccos (cos (- Im 2 
5 5 5 

332 uždavinys. Įrodykite, kad tga - о < tgB - B, jei 0 < a< p < 1. 

Sprendimas. Kadangi lankas AD ilgesnis uZ atkarpa АС, bet trumpes- 

nis už BD, tai sinx < x < tgx, x € (0; 5). Pažymėsime В – a = x. Tada 
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tg(B - о) > B- a (1). Ivertinsime skirtumą: 
(tgB — tga) - tg(B — a) = tgp - tga - В - tga _ 
1 + tgo-tgB 


= —!gB tga (tgB - tgo) > 0, nes tgB > tgo. 
1 + tgo-tgp 


Vadinasi, tgB — tga > tg(B — o). Bet i$ (1) tg(B- 0) > 
> B-a ir todėl tgB - tga > B-a; tg — a < tgB - В. 


333 uždavinys. Dvi tarpusavyje statmenos tiesės kerta kvadrato krašti- 


nes taškuose E, E K, L. Įrodykite, kad EK = FL. үүн € 
Sprendimas. Išveskime KM L AB, FN L AD. Tada 

AMKE = ANFL, nes KM = FN ir ZF = ZK, kaip ^ s 

kampai su tarpusavyje statmenomis kraštinėmis. To- £ 

dėl FL = KE, ką ir reikėjo įrodyti. а=; D 


334 uždavinys. m,, m,, m, — trikampio ABC pusiaukraštinės. Raskite 
kraštinę AC. 
Sprendimas. Pasinaudoję trikampio pusiaukraštinių savybėmis, randa- 


me: AM = 2m, CM = 2m, MD = im, kur M — pusiaukraštinių susi- 


kirtimo taškas, BD — pusiaukraštinė т,. Papilde ДАМС iki lygiagretainio 
ir atsižvelgę į tai, kad lygiagretainio įstrižainių kvadratų suma lygi jo kraš- 
(іліу kvadratų sumai, gauname: b^ + 4 т = 2: am; + m. Iš čia b = 


9 
= тт ттт. 


335 uždavinys. Lygiagrečios tiesės а іг b perkirstos kirstine c. Nubrai- 
žykite lygiakraštį trikampį su kraštine m taip, kad jo viršūnės būtų tiesėse 
a, b, c. 

Sprendimas. Tiesėje b pažymėkime bet 
kokį tašką A, ir spinduliu m i$ A,, kaip iš 
centro, nubrėšime lanką, kuris kirs tiesę a 
taške C,. Laikydami A G, viena iš lygiakraš- 
čio trikampio kraštinių, braiZome tą trikampį A,B,C,. Per tašką B, išveda- 


me / || a. Tiesė l kerta tiesę c taške B. Lygiagrečiu postümiu B.B pastumiame 
AA,B,C, į AABC, tenkinantį uždavinio sąlygą. Atliekant tyrimą, įsitikinkite, 
kad uždavinys gali turėti du, vieną arba nei vieno sprendinio. 
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336 uždavinys. Duotas skritulys ir taškas jo viduje. Išveskite stygą, kurią 
tas taškas dalytų pusiau. 

Sprendimas. Nubraižysime apskritimą, simetrišką duotajam duotojo taš- 
ko atžvilgiu. Išvesime jų bendrą stygą. Nesunku pastebėti, kad tai ir yra 
ieškomoji styga. 


337 uždavinys. M — trapecijos ABCD įstrižainių AC ir BD susikirtimo 
taškas. Jei S — trapecijos plotas, S, — trikampio АВМ plotas, S, — trikam- 
pio CDM plotas, tai VS = VS, + VS, . Įrodykite. 


D C Sprendimas. Išvesime CN || DB. 
K Tada 5,,су = Sp. Išvedame BF || AC. 
AV F ABFN = ADMC. Trikampiai AMB ir 

, аах ,, BEN homotetiški trikampiui ACN. Jei 


k, ir k, — homotetijos koeficientai, 


Ж.к = NS Tigi 


tai k, + k, = AB + BN . 1. Kita vertus, k, = T T 


338 uždavinys. Trikampės piramidės šoninės sienos paporiui statmenos, 
о jų plotai lygūs S, S, S, Raskite piramidės tūrį. 

Sprendimas. Patogu vieną iš šoninių sienų paimti kaip piramidės pa- 
grindą: tada jos aukštinė bus šoninė briauna. Pažymėsime šonines briaunas 
-a, b, c. Tada, jei Sug = 2с, tai H = a ir V = 15: H = Labe. Bet 


3 pag: 


Lab = S, Гас = S, bc = S; jate = $, Sy S,; abc = 212755,5, 


Vadinasi, V = 12:5,5,5,. 


339 uždavinys. Įrodykite, kad tarp bet kokių vienuolikos natūraliųjų 
skaičių yra du skaičiai, kurių skirtumas dalijasi iš 10. 

Sprendimas. Šių skaičių paskutinis skaitmuo gali būti: 0, 1, 2, ..., 9 (10 
galimybių). Iš to darome išvadą, kad tarp vienuolikos skaičių būtinai atsi- 
ras nors du skaičiai su vienodu paskutiniuoju skaitmeniu. Jų skirtumas 
dalijasi iš 10. 


340 uždavinys. Ant lentos parašyta keletas pliusų ir minusų. Galima 
nutrinti bet kokius du ženklus ir vietoje jų parašyti pliusą, jei ženklai buvo 
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vienodi, arba minusą, jei jie buvo skirtingi. Įrodykite, kad paskutinis ant 
lentos pasilikęs ženklas nepriklauso nuo nutrynimo tvarkos. 

Sprendimas. Ženklų sandauga bus sistemos invariantas. Jei pradinėje 
padėtyje sandauga buvo neigiama (teigiama), tai ir po pertvarkymų turi 
likti minusas (pliusas). 


341 uždavinys. Nubraižykite lygties |x| = signy 
grafiką. 

Sprendimas. Jei y < 0, tai signy = -1 ir lygtis 
|x| = -1 sprendinių neturi. Jei y = 0, tai signy = 
= 0, x = 0. Jei y > 0, tai signy = 1, |х| = 1, x = +1. 
Braižome grafiką. 


342 uždavinys. Įrodykite, kad parabolių y = х? + x -40irx = y" + y- 
— 41 susikirtimo taškai yra viename apskritime. 

Sprendimas. Sudėsime šias lygtis: x + y = x! + у + x + y-81; x + 
+ y! = 81 — apskritimo su centru (0; 0) ir R = 9 lygtis. 


343 uždavinys. Raskite funkcijos y = = > ү grafiko didžiausią ordinate. 

x 
Sprendimas. Tam, kad rastume aukščiausią funkcijos grafiko tašką, rei- 
kia išsiaiškinti, su kokiu didžiausiu y duotoji funkcija turi šaknis. Pertvar- 
kysime funkciją: у(х + 1)! = x 1; ху + (2y - 1)x + y + 1 = 0. Gausime 
kvadratinę lygtį x atžvilgiu. Ji turi sprendinį, jei D = (2y - 1)? - 4y(y + 1) = 


-1-8y20y& 1. Taigi didžiausia funkcijos reikšmė lygi 1. Belieka 
patikrinti, kad ši reikšmė įgyjama: f(3) = 1. 


344 uždavinys. Raskite didžiausią sveikąjį skaičių, kuris yra nelygybės 
*+*-3<0 sprendinys. 

Sprendimas. x (x + 1) < 3. Akivaizdu, kad sveikieji x > 1 negali būti 
šios nelygybės sprendiniai. Tačiau, kai x = 1, nelygybė teisinga. Vadinasi, 
1 — didžiausias sveikasis skaičius, tenkinantis duotąją nelygybę. 


345 uždavinys. Jei a, b, с — teigiami skaičiai ir a + b + с = 1, tai 
12101 Juki 
z + Б + c > 9. Įrodykite. 

Sprendimas. Panaudosime aritmetinio ir geometrinio vidurkio sąryšį: a + 


ек 41% 15344 ine & 
+ b + c 2 3Aabc ir + Б +22 3 zs Sudauginę šias nelygybes, 


gausime reikalingą rezultatą. 
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346 uždavinys. Išspręskite lygtį: (x - 2)(х + 1 - (x - 26 - 1) - 
- 2(x - 1 = 0. 

Sprendimas. Pažymėsime и = (x - 2)(х + 1, v = x - 1. Tada ° - 
- uv - 2 = 0. Gausime antrojo laipsnio lygtį. v = O nėra jos šaknis, todėl 
dalijame lygtį iš v^ panariui: (By - G - 2 = 0. Pažymėsime > = 2 
z? — z - 2 = 0; z, = –1, 2, = 2. Iš čia 1) £ =-1;2) 8 = 2, 

1) (x — 2)( + 1) = 1 - x; 2) (x-2)x + 1) = 2(х - 1). 

Spresdami šias kvadratines lygtis, gauname duotosios lygties šaknis: 
X, =- V3, x, = 0, x, = ҮЗ, x, = 3. 


347 uždavinys. Išspręskite lygtį 18“ – 33 - 25 + 2x + 8 = 0. 

Sprendimas. x = 0 nėra duotosios lygties sprendinys. Padalysime abi 
lygties puses iš x^: 2092 + 2 - (%х- 2) -25 = 0. Pažymėsime 3x -2 = y. 
Tada 9x + £ -12 = у, 902 + 4 = y? + 12 ir gauname: 2(у* + 12) - 


-y - 25 = 0; 2y° — y — 1 = 0. Išsprendę šią lygtį ir suradę y, gauname 


duotosios lygties sprendinius: x, = – 2, x, = l, X,, = EE 87 à 
348 uždavinys. Išspręskite lygtį (cos2x — cos 4x) = 4 + cos'àx. 
Sprendimas. Kadangi |cos 2x — cos 4x| < 2, tai (cos 2х — cos 4x} < 4. 
О 4 + соѕ^3х > 4. Taigi lygybė galima tik su sąlyga 


cos 25 = 1, cos 2х = - 1, 
cos 4х = —1, arba cos 4x = 1, 
cos 3х = 0; cos 3x = 0. 


Spręsdami šias sistemas, gauname: x = š + лп, n € Z. 


349 uždavinys. Raskite funkcijos у = cos 2x + sin 3х periodą. 

Sprendimas. Kadangi kiekviename periode funkcija jgyja lygias reikš- 
mes, tai periodas yra dvieju lygties y = a šaknu skirtumas, kur a — viena 
i$ periodinés funkcijos reikšmiu. Pertvarkysime duotaja funkcija: у = 
= зш(@ — 2x) + sin3x = 2sin(Z + Z)cos(f - $). Tegul у = 0. Lygties 
sin(4 + 2) = 0 šaknys: х = -5 + 2kn, k € Z; x, =- nde =- 2 + 2л. 
Tada x, — x, = 2r ir todėl 2л — duotosios funkcijos periodas. 
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350 uždavinys. Rasti figūros, apibūdinamos sąlygomis |х - 1| < y < 
<1 + 2x - x°, plotą. 

Sprendimas. NubraiZysime brėžinį. Ieškoma- 
sis plotas S,5cp lygus 25.ср. Taško C koordinates 
randame iš grafikų susikirtimo sąlygos: C(2; 1). 


2 
B — parabolės viršūnė, B(1; 2). Todėl $ = ] (1+ 
+x- -x+ 1)ф = 2 (kv. vnt.). 


351 uždavinys. Įrodykite, kad, kai n e N, : + 5 + т — sveikasis 
skaicius. 

Sprendimas. Teiginys gali būti įrodytas matematinės indukcijos metodu 
É Hox k JA I tin. 
2 6 6 
. Kadangi vienas iš trijų iš eilės einančių natūraliųjų 


(patikrinkite). Čia padarysime kitaip: 3 + 
_ n(n + 1)(п + 2) 
не ME 
skaičių dalijasi i$ trijų ir bent vienas — iš dviejų, tai n(n + 1)(n + 2) 
dalijasi i$ 6 ir teiginys jrodytas. 


21. KOMPLEKSINIAI SKAICIAI. 
LAUKO TEORIJA 


Kompleksinio skaičiaus algebrinė forma 2 = a + bi, kur a ir b — realieji 
skaičiai, i = V-1. a — realioji, b — menamoji kompleksinio skaičiaus 
dalis. Du skaičiai lygūs, jei jų realiosios ir menamosios dalys lygios. 

Veiksmai su kompleksiniais skaičiais atliekami pagal taisykles: 

1) z, + z, = (a, + aj) + (b, + bj); 

2) z, : z, = (aa; - ,Ь,) + (ab, + а); 

A i, CAPUAE У = a, + bi, z, = a, + bj. 

Z; a; + b; a, + b; 

Skaičius Z = a — bi vadinamas jungtiniu kompleksiniam skaičiui 2 = 
= a + bi; z = (a + bi)(a - bi) = а + b’. Kompleksinio skaičiaus 
moduliu vadinamas dydis |z| = r = Va? + b? , o argumentu — kampas ç 


toks, kad sing = b ; cosp = a. 
а? +b? а? +)? 
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Kompleksinio skaičiaus trigonometriné forma: z = r(cosQ + isinq). 
Kompleksiniai skaičiai, užrašyti trigonometrine forma, lygūs, jei lygūs jų 
moduliai, o argumentai skiriasi 2k. 

Trigonometrinės formos skaičių daugyba ir dalyba atliekama pagal for- 
mules: 

z, ° Z, = rr, (cos(@, + Ф) + isin(g, + %@;)); 


2 = = (cos(@, - @;) + isin(@, - %;)). 
2 2 


Kompleksinj skaičių keliant laipsniu naudojama Muavro formulė: 
Z' = r'(cosno + isinno). 
Traukiant šaknį naudojama formulė: 


z = SP (cos LT 275 4 isin Ф 775, kur k = 0,1,2... n 71 


Skaičius z! = —4—;- B i vadinamas atvirkštiniu kompleksiniam 
a+b a+b 
skaičiui z = a + bi. 
Vietoje pratimo rekomenduojame įrodyti, kad 2, +2, = 2, + Z;; 


e 2 = 
„Ela 25 ko ze 


К Б | 


Skaičius z bus realusis tik tada, jei 2 = 2. Įsitikinkite, kad z + z ir 
2 z — realieji skaičiai. 

Tarp kompleksinių skaičių aibės ir koordinatinės plokštumos taškų ai- 
bės galima nustatyti tarpusavyje vienareikšmišką atitikimą: skaičių z = a + bi 
atitinka taškas A(a; b). Naudojantis geometriniu vaizdavimu patogu nagri- 
nėti kompleksinių skaičių sudėtį ir айту. Aišku, kad skaičiaus z modulis 
lygus atkarpos ОА ilgiui, kur O — koordinačių pradžia. Skaičiaus 2 argu- 
mentas lygus kampui tarp ašies Ox teigiamos krypties ir tiesės OA. Atstu- 
mas tarp z, іг z, lygus |2, - 2,|. Jei, pavyzdžiui, reikia išsiaiškinti kur yra 
kompleksiniai skaičiai, kuriems |z- i| = |2 - 1|, tai galvojame taip: ati- 
tinkami ieškomiesiems skaičiams taškai turi būti vienodai nutolę nuo taš- 
kų, atitinkančių skaičius i ir 1, vadinasi, jie yra atkarpos su galais (1; 0) ir 
(0; 1) vidurio statmenyje. Tai — 1-ojo ir 3-iojo koordinatinių kampų pu- 
siaukampinė. 

Vietoje pratimų išspręskite uždavinius: 

a) Kur plokštumoje išsidėstę taškai, atvaizduojantys kompleksinius skai- 
čius z = t + (1 ~ t)i, kur t — realusis skaičius? 

b) Atvaizduokite plokštumoje visus kompleksinius skaičius z, su kuriais 
skaičius (1 + i) realusis. 
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c) Taškai z, z, 2, — trikampio viršūnės. Koks kompleksinis skaičius 
atitinka šio trikampio centroidą? 

d) Taškai 2, z, z, — trys lygiagretainio viršūnės. Raskite ketvirtąją 
viršūnę. 

Atsakymai: a) tiesėje x + y = 1; b) tiesė y = -x ; с) ic, tz,tz) 


d) yra trys tokios viršūnės: z = z, + z, — Z; Z = Z, + 22-25 Z = Z, + z-z, 


ždavi ičiuoki ҮЗ + ivo 1 R 
352 uždavinys. Apskaičiuokite: а) (9-19; b) (и, 
uždavinys. Apskaičiuokite „Аки "D GC —) 
33 +1; Bli 
Sprendimas. a) (B+ iz = = (2 > 2 — yx = (2 M 2! — 2 x 
1+1 1+1 2 1 
5 B 
à uc da iib 20 10 T T. 120 10 
= 2 (— i) 74 œg ina =2 on 
< + isin e ji Э@12 (cos 57 3 - isin? a 


= 2°0 + у= z. "(1 + Vi). 


1 п / 1 n 
b ————————— = — O [s,H, ,T L, WK = 
) G + cosa + rina. 2cos2 + эш®сов®.2/ 
2 2 2 
e i Rud Ma 5 
Eau s nnt "cos d 
2cos 2 (cos 2 t isin 2) 2'-cos 2 


Kompleksinis skaičius 2 vadinamas n-ojo laipsnio šaknimi iš vieneto, 
jei 2" = 1. n-ojo laipsnio šaknų iš vieneto yra n ir jos randamos naudojan- 


zrk 2. 


tis anksčiau ы formule (r = 1, ф = 0): z, = cos = + isin == 


k = 0, 1, 2, ..., 
353 uždavinys. Įrodykite, kad jei 2, ir 2, — n-ojo laipsnio šaknys iš 


vieneto, tai ir z; * 2,, E — n-ojo laipsnio šaknys iš vieneto. 
2 
Sprendimas. Tegul z, = cos ZA + isin m, Z, = COS TA + isin ame 
n 


2n(k, + k 2n(k, + k 
Tada z, * 2, = Жы. Bu M nct ы. 
n n 
z 2n(k, – k 2n(k, — k. 
шей B si T да к ak sa L tai zz — 
2 
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šaknis iš vieneto. Jei k, + k; > n ~ 1, tai rašome k, + k, = n + k, kur k, — 


vienas iš skaičių 0, 1, .., л-1. Tada cos 2А = = cos 241 ie 


= COS SEM Analogiškai ir sinusui. Teiginys įrodytas. 


Pereisime prie E atvejo. Jei k, - k, — vienas iš skaičių 0, 1, 2, ..., n — 1, 
2 


tai ŽL — šaknis iš vieneto. Jei k, — k, < 0, tai rašome: 
2 


cos ILE = cos(21 + CES = cos кыш ‚ Киг 
n + К, – К, — vienas iš skaičių 0, 1, ..., n — 1. Ir šiuo atveju teiginys įrodytas. 

354 uždavinys. Iš anksčiau nurodytos formulės išplaukia, kad kubinė 
šaknis iš vieneto turi tris reikšmes: 1, Aie) 
jungtinių šaknų w. Tada kita šaknis lygi w° arba w. Apskaičiuoti w°; w^; w 


2л, „2 AT , iin 41 
= — + — — 
„tai w° = cos 3 isin 3 


„ Pažymėsime vieną iš 


Sprendimas. Jei w = cos 28 + isin = 


tai ir yra jungtinė su w šaknis, t. y. w = w. 
-1 B 
EN EEE E 2 E E O 
2' 2' 143 143 2 
4 4 4 4 
Taigi w = w^ = w". 
Kadangi и” = 1, tai ж = w°- w = w = W; w” = (w!)? = (и) 


== (ww? " w^ w - (и?) = 1. 


355 uždavinys. Raskite sin3a ir cos30 skleidimą daugianariais per sino 
ir cosa. 

Sprendimas. Kadangi (cosa + isina)? = cos3a + isin3a, tai (cosa — 
- 3cosa * sin'a) + i(3cos'a · sina — sin'a) = cos3a + isin3a. I$ komplek- 
sinių skaičių lygybės išplaukia realiųjų ir menamųjų dalių lygybė: cos304 = 
= cos'a - 3sin^a * cosa = 4cos?ot — 3с050; sin3a = 3cos'a · sina — ѕіп?о = 
= 3sina — 4sin'a. Gavome žinomas iš trigonometrijos formules. 


356 uždavinys. Raskite Vi. 


Sprendimas. Pažymėsime 2 = Ni ; :zZmi;i-cos ; + isin 2 Jeiz = 


= r(cosp + ising), tai r'(cos3q + іѕіпЗф) = cos З + їзїп 3. B čia r = 1, 


3ф = 5 + 2nk, keZio c E 2. Skirtingus ф gauname, kai К = 0, 1, 2, 
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t.y. Фф, = E „0, = 3, @, = эл . Taigi ieškomosios šaknys: z, = cos A t 
КЕ L = 5л _ 13 1 3л 
+ isinč = 5 tid сов: + isin= = = titza = MT 


+ isin ŠE = į. 


357 uždavinys. Išspręskite lygtį ERO Ды. i. S 


1+1 
2 + (у – 3))(1 = 1 
Sprendimas. Pertvarkysime Каігі us p-otp-»50055.. 
p kysi aja puse: d * Xd- D 


-— у zm +i M oi: . Iš čia pagal lygių kompleksinių skaičių 


apibrėžimą 573 = 1i 23-1 = 5 x = 6 y = 1, 


2 


358 uždavinys. Raskite lygčių 3x + 4 + & + &x + 12 = 0 іг x^ + 
+ 4° + 8x + 8х + 20 = O bendras šaknis. 

Sprendimas. Abi šios lygtys turi po 4 šaknis. Iš pirmosios lygties ran- 
dame: 4 + 8x“ + 8х = —3x* — 12 ir įstatome į antrąją lygtį: 2x + 8 = 0. 
Pažymėsime x“ = y. y! = 4; y,, = +21. Vadinasi, x = + Ү+ 21. Pasinau- 
dosime šaknies traukimo iš kompleksinio skaičiaus formule: 


Va +bi = Via + Va? +2) + Vica + 002+ 02). Tada x, = 1 + ix, = 


= -1 - i; x, = i— 1; x, = i + 1. Patikrinę jsitikiname, kad duotasias lygtis 

vienu metu tenkina x = - 1 + i irx = – 1—1. Rasime dvi likusias pirmosios 

lygties šaknis. Kadangi mes jau žinome dvi šaknis, tai padalysime pirmosios 

lygties kairiąją pusę iš (x — x,)(x — x,) = x? + 2x + 2. Gauname: X“ + 4 + 

*ORÓ + 8x + 12 = (X + 2x  2)(3X! – 2x + 6). 18 čia З? — 2x + 6 = 0; 
.2 + Vi us 14i 


X, = . Patikrinę įsitikiname, kad jos nėra antrosios lygties 


šaknys. ышы ketvirtojo laipsnio lygtis turi 4 Saknis, tai ir likusios dvi 
antrosios lygties šaknys negali būti pirmosios lygties šaknys. 
Taigi duotosios lygtys turi dvi bendras šaknis x,, = -1 + i. 


359 uždavinys. z = -i tenkina lygtį iz? + 2° = -2. Kokie dar skaičiai 

tenkina šią lygtį? 
Sprendimas. і? + 2° + 2 = 0. Kadangi z = —i — šios lygties šaknis, tai 
kairioji šios lygties pusė dalijasi i$ z + i be liekanos: iz + 2 + 2 = (z + i)x 
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x(iz! + 2z - 2i) = 0. ш + 2-2 = 0; z | = ЖАЫ МАВР ; + 1; 


z, = Í + i; z, = -—1 + i. 


360 uždavinys. Išspręskite lygtį 
СР c. V A: АО 
x 10х+9 0+2 2 + lx+ 1l 
Sprendimas. Pažymėsime x° = a, 10x + 9 = b, + 2 = c,a +0, b #0, 
c * 0. Tada 22 + 10x + 11 = a + b + c ir lygtis įgauna tokį pavidalą: 


1 1 1 1 и 
= + 2 + == —. š 2 -— " 
2 RS — p gg’ (t b + c)(ab + bc + ac) abc = 0; a°b 


+ 2abc + a'c + ab! + Бс + bc) + ас = 0; a(b + c) + ab(b + c) + 
+ ac(b + c) + bc(b + c) = 0; (b + с)(а + ab + ac + bc) = 0; (a + b)x 
x (b + c)(c + a) = 0. Padarysime atgalinj pakeitimą. (x^ + 10x + 9)х 
x (X +10х + 11)(22 + 2) = 0. 

1) x + 10x + 9 = 0; x, = -9; x, = -1; 

2x + 10x + 11 = 0; x, =- 5- V14; x, = — 5 + V14; 

3260 + 2 = 0; x, = —i; xç = і 

Surastos reikšmës ir bus duotosios lygties šeši sprendiniai. 


Algebrinių lygčių sprendimas padėjo atsirasti toms algebros dalims, ku- 
rios dabar sudaro šiuolaikinės algebros pagrindą. Pagrindinės jos sąvokos 
yra grupė — aibė su viena algebrine operacija, kuri turi asociatyvumo 
savybę; žiedas — aibė, kurioje apibrėžtos dvi operacijos — sudėtis ir dau- 
gy" | ir kurioje tenkinamos žemiau nurodytos sąlygos I-IV. Žiedo pavyz- 
dys — visų sveikųjų skaičių aibė. Ir pagaliau laukas. Lauku vadinama aibė 
P, kurioje apibrėžtos sudėties (c = a + b) ir daugybos (d = a : b) opera- 
cijos, turinčios tokias penkias savybes. 

I. Abi operacijos komutatyvios, t. y. a + b = b + a, ab = ba. 

II. Abi operacijos asociatyvios, t. y. (a + b) + c = a + (b + c), (abc = 
= a(bc). 

III. Teisingas sandaugos distributyvumo atžvilgiu sudėties dėsnis, t. y. 
a(b + c) = ab + ac. 

IV. Aibéje P atliekama atvirkštinė sudėčiai operacija — atimtis, t. y. 
lygtis a + x = b aibėje P turi vienintelį sprendinį. 

V. Aibėje P apibrėžta atvirkštinė daugybai operacija — dalyba, t. y. 
lygtis ax = b, kai a + 0, aibėje P turi vienintelį sprendinį. 
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Tikrinant šių savybių teisingumą, galima įrodyti, kad racionaliųjų skai- 
čių aibė, realiųjų skaičių aibė, kompleksinių skaičių aibė yra laukai. O, 
pavyzdžiui, sveikųjų skaičių aibė nėra laukas. 

Kiekvieną lauką P galima praplėšti iki tokio lauko P, taip, kad kiekvie- 
na lygtis su koeficientais iš P turi lauke P, šaknis, be to, šaknų skaičius 
lygus lygties laipsniui. Toks laukas P, vadinamas algebriškai uždaru lauku. 
K. Е Gausas įrodė, kad kiekviena n-ojo laipsnio lygtis su skaitiniais koefi- 
cientais turi п šaknų, kai kurios iš jų gali sutapti, t. y. gali būti kartotinės. 
Tai — pagrindinė aukštosios algebros teorema. Ji parodo, kad kompleksi- 
nių skaičių laukas algebriškai uždaras. 


361 uždavinys. Išnagrinėkime (a + b3) pavidalo skaičių aibę, kur a ir 
b — racionalieji skaičiai, ir dvi operacijas su jais: 

sudėtis: (a, + b,N3) + (a, + b,V3) = (a, + aj) + (b, + b; ; 

daugyba: (a, + b V3)(a, + b,N3) = (аа, + 3b,b,) + (ba, + aba. 

Ar tokių skaičių aibė sudaro lauką? 

Sprendimas. Patikrinsime, ar tinka aukščiau nurodytos operacijų savybės. 

I. Operacijų komutatyvumas. 

1) Pagal nurodytą sudėties taisyklę (a, + b,N3) + (a, + b,N3) = (a, + 
+ a?) + (b, + b)V3; (a, + bN3) + (a, + b,N3) = (a, + а) + (b, + Ь,)УЗ. 
Racionaliųjų skaičių sudėtis komutatyvi, todėl a, + a, = a, + ay, b, + b, = 
= b, + b, Darome išvadą, kad sudėtis komutatyvi: (a, + b,V3) + (a, + 
+ b,N3) = (a,  b,N3) + (a, + Ь,УЗ). 

2) Pagal nurodytą daugybos taisyklę (a, + b,N3)(a, + b,N3) = (аа, + 
+ 3b,b,) + (ba,  a,bj)N3 ; (a, + bA3)(a, + b,N3) = (aa, + 3bb,) + 
+ (ba, + a,b, 3. Kadangi racionaliųjų skaičių daugyba komutatyvi, tai 
аа, + 3b b, = aja, + 3b,b;; ba, + a,b, = ba, + ау. Todėl (a, + Ь,УЗ) x 
x(a, + b,N3) = (a, + b,N3y(a, + Ь,УЗ). 

Taigi abi operacijos komutatyvios. 

IL. Operacijų asociatyvumas. 

1) ((a,+6,V3) + (a, + b,N3)) + (a, + b,N3) = (a, + a,) + (b, + b;)N3) + 
+ (a,  b,N3) = (a, + a, + a) + (b, + b, + b;)N8 ; (a, + Ь,УЗ) + ((a, + 
+ b,N3) + (a, + Ь,УЗ)) = (a, + bN3) + ((a, + a,) + (b, + Ьу) = 
= (a, + a, + а) + (b, + b, + ь,у\3. Sudétis asociatyvi. 

2) (a, + biN3)(a, + bAB))(a, + bj3) = ((aa, + ЗЬ.) + (ba, + 
+ ар,)\Зуа, + b,N3) = (ааа, + 3bbb, + 3bab, + 3aibib,) + (Баа, + 
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+ aba, + aab, + 3b,b:b,)V3 ; (a, + b,N3)((a, + bA3)(a, + b,N3)) = 
= (a, + ЬУЗ)((а а, + ЗЬ,Ь,) + (ba, + ab;j)N3) = (ааа, + Зарф, + 
+ 3biba, + 3ba,b,) + (aba, + aab, + baa, + 3b,b;b,)N3 . Daugyba 
asociatyvi. 

III. Sandaugos distributyvumo sudėties atžvilgiu dėsnis. 

(a, + ЬУЗ)((а, + b3) + (a, + bjN3)) = (a, + Ь,УЗУ(а, + а, + 
+ (b, + bjN3) = (aa, + аа, + ЗЬЬ, + ЗЬЬ,) + (ba, + ba, + ab, + 
+ a,b)3; (a, + bN3)(a, + Ь,УЗ) + (a, + Ь,УЗ)(а,  bN3) = ((аа, + 
+ 3b,b,) + (ba, + a,b,)N3) + ((aa, + ЗЬЬ,) + (a,b, + ba) = (aa, + 
+ аа, + 3b,b, + 3b,b,) + (ba, + ab, + ab, + ba). Distributyvumo 
désnis tenkinamas. 

IV. Atimties veiksmo galimybė. 

(a, + b,N3) + x = (a, + Ь,УЗ). Skaičius x = (a, — a) + (b, - b,)N3 
priklauso duotajai aibei ir tenkina duotaja lygybę, nes (a, + b,N3) + (а, - 
- a) + (b, - Ь,)УЗ) = (a, + b,N3). Skaičius x randamas vienareikšmiškai, 
nes, jei dar ir (a, + b,N3) + (u + vV3) = (a, + b,V3), tai a, + u = a, 
и = a,- ay; b, + v = b,, v = b,- b, kadangi racionaliųjų skaičių atimtis 
vienareikšmė. 

V. Dalybos veiksmo galimybė. 

Tegul a, ir b, nelygūs nuliui. Jei (a, + b,N3)(u + vV3) = (a, + b,N3), tai 


аи + 3bv = a, 

bu + av = b; 
(a; – 3b))u = aa, - ЗЬ,Ь„; a, - ЗЬ? + 0, nes kitaip skaičius z bütu iracio- 
nalusis, o pagal sąlygą a, ir b, — racionalieji skaičiai. i 


Todėl u M cro (31 _ ауу = ba, - афу Iš čia у = SALE. 
= ai - 


Taigi dalyba galima bet kokiems dviem duotosios aibės skaičiams (su są- 
lyga, kad daliklis nelygus 0) ir toje aibėje galima rasti jų dalmenį. Dalmens 
vienatinumas išplaukia iš operacijų su racionaliaisiais skaičiais vienareikš- 
miškumo. 

Kadangi visos penkios operacijų savybės tinka, tai duotoji (a + БУЗ} 
pavidalo skaičių aibė sudaro lauką. 


362 uždavinys. Realiųjų skaičių porų (x; y) aibėje apibrėžtos sudėties 
ir daugybos operacijos: (x, у) + (к, у.) = Œ, + х,у, + y>), x у) у) = 
= (xx, у,у,). Ar ši aibė sudarys lauką? 
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Sprendimas. Patikrinsime, ar tinka šių operacijų penkios savybės. 

L Operacijų komutatyvumas. 

1) Œn y) + „у, = (+ x» y, + Y»: 

(х, у) + (x, Y) = @ + xo y; + Y). 

Kadangi realiųjų skaičių sudėtis komutatyvi, tai x, + x, = x, + x, y, + 
+ у, = у, + Yu (к, у) + s y) = Qo y) + Œp y). Sudėtis komutatyvi. 

2) Œp у), у) = Qs YV); Co Yo Yi) = (xx, yy). Kadangi хх, = 
= хх, ууу, = Y tai Xp yi)@ Y) = (x;, У)( Yı). 

II. Operacijų asociatyvumas. 

1) (G y) + (0, y,)) + (xy y) = (x, + X» y + y) + (xx, у) = (х, + 
+ x, + xy y, + y; + y). 

(ку) + (CY) + CY) = @ y) + (@, + xy y, + у) = @, + x, + 
+ xy y, + у, + Уз). Sudėtis asociatyvi. 

2) (Es у), V) уу) = (zx, Y) у) = (Ххх, YYY); 

(х, yi)(( У)» y3)) = Co yox YV) = (k; YYY). Daugyba 
asociatyvi. 

III. Sandaugos distributyvumas sudėties atžvilgiu. 

(кь Y) (Qo у) + O y) = (к, y) + xy y; + уу) = Qn + Xx yy; + 
+ ууз); (х, у)» У) + (У) Уз) = (x уу) + Ck yy) = Gn + 
+ хуз», ууу, + yy). Distributyvumo dėsnis tinka. 

IV. Atimties veiksmo galimybė. 

Parodysime, kad bet kokioms dviem šios aibės skaičių poroms atsiras 
tokia pora (и, v) toje aibėje, kad (x, yj) + (u, v) = (x,, y). (x, + u, y, + 
+ v) = б„у);ху+и=х„и=х,-Х;у,+ V = y> V = у-у. (u, V) = 
= (x, — х,у, — yı). Atimtis galima ir vienareikšmiška, kadangi ji vienareikš- 
miška realiesiems skaičiams. 

V. Dalybos veiksmo galimybė. 

Duotosios aibės nulis yra (0, 0), o vienetas (1, 1). Iš tikro: (x, y) + 
+ (0, 0) = (x, у); (x, y)(1, 1) = (x, y). Kai x + 0 ir y + 0, elementai (x, 0) 
ir (0, y) nėra nuliai. Bet jie neturi ir atvirkštinių elementų, nes nėra tokio 
elemento (ху, y,), kad (x, 0)(x,, yj) = (1, 1) ir tokio elemento (x, y,), kad 
(0, у)(х„ у) = (1, 1). 

Iš to išplaukia, kad duotojoje aibėje dalyba negalima. Ši aibė yra žiedas, 
bet ne laukas. 
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22. PASITIKRINK ZINIAS 


Šiame skyriuje jūs turite galimybę pasipraktikuoti sprendžiant b) užda- 
vinius pagal nurodytą a) pavyzdį. Uždavinių tematika ir sudėtingumas ati- 
tinka aukštųjų mokyklų matematikos stojamųjų egzaminų programą (A ly- 
gis). Linkime sėkmės! 


363 uždavinys. a) Su kokiomis realiomis a reikšmėmis kiekvienas nely- 
gybės (0,4) * ' > (6,25) * sprendinys yra ir nelygybės x! — 6x + 4 < а? 
sprendinys? 

b) Su kokiomis realiomis a reikšmėmis kiekvienas nelygybės x 2 x + а? 
sprendinys yra ir nelygybės (0,8)° `> < (1,25)* ** sprendinys? 

Sprendimas. a) I$ pirmosios nelygybés: dy > G» ir, kadangi 


0< 2 < 1, tai 2 + 1 < —2(a — Зх); x! — 6x + (1 + 2a) < 0. Jei a < 4, tai 
xe[3- У8-2а;3 + V8- 2а] (1). Jei a > 4, tai kvadratinio trinario diskri- 
minantas neigiamas ir nelygybė sprendinių neturi. Nesunku pastebėti, kad 
nelygybės x“ — бх + 4 — а? < O sprendiniai bus x e (3 — V5+a4; 3 + 
+ 5 + 2 ) (2). Intervalas (1) priklauso intervalui (2), jei 5 + 2 »N8-2a. 
I$ čia 5 + a? > 8 - 2a; а + 2a — 3 > 0, a € (—; -3)U(1; +). AtsiZvelge 
į tai, kad a < 4, gauname: a є (—; -3).(1; 4]. 


Pastaba. Mes nagrinéjame tik tuos atvejus, kai pirmoji i$ duotųjų ne- 
lygybių turi sprendinius, ir neatsižvelgiame į tai, kad tuščia aibė yra bet 
kokios aibės poaibis. 

b) Atsakymas: a € (—; -1]U[0; +оо). 


364 uždavinys. a) Lygiašonės trapecijos, apibrėžtos apie R spindulio 
apskritimą, šoninės kraštinės ir didesniojo pagrindo santykis lygus k. Ras- 
kite mažesniojo pagrindo ilgį. 

b) Raskite atstumus nuo lygiašonės trapecijos viršūnių iki tiesių, kurio- 
se yra šoninės kraštinės, susikirtimo taško, jei žinoma, kad į trapeciją ga- 
lima įbrėžti apskritimą, pagrindų ilgių santykis lygus k, o vidurinės linijos 
ilgis lygus I. 

Sprendimas. a) Pagal liestinių, išvestų iš vieno taško, savybę AM = АО, 
BO = BP, CP = CN, DM = DN. Ir kadangi AM = BP, DM = CP, tai 
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AD + ВС = CD + AB. Pažymėsime CD = x, AD = о МС 

= у, АВ = z. Tada Z = kx + z = 2; x + z = 2kz; М P 

х = (2k - 1z. Iš čia k > ; . Trapecijos aukštinė 

DF = 2R. AF = 1(@-х) = (1 - kz;0< k < 1. A- £ d 8 
Iš ЛАРЕ pagal Pitagoro teoremą Кг = 48° + (1- 


А 2R 1 
- kyz; 4R! = (2k - 1)2“. Iš čia z = }х = 20-1: i«eke«l 
J2k-1 2 
"e kf A . kl 
:jei0<k<1 — ;——; х 
b) Atsakymas: јеі 0 < k < Vaio pq HB Ж» LE E 
е 270 
k-1 


365 uždavinys. a) Dvi kertančios rutulį su spinduliu R plokštumos yra 
simetriškos centrui. Raskite visos rutulio dalies, esančios tarp plokštumų, 
ir rutulio paviršiaus plotų santykio galimų reikšmių aibę. Laikydami šį 
santykį lygų 7 „nustatykite atstumą nuo rutulio centro iki kertančiosios 
plokštumos. 

b) Raskite kūgio, įbrėžto į R spindulio rutulį, ir to rutulio tūrių santykio 
galimų reikšmių aibę. Laikydami, kad ši santykio reikšmė lygi didžiausiai 
iš galimų, nustatykite atstumą nuo rutulio centro iki kūgio pagrindo. 

Sprendimas. Pažymėsime atstumą nuo rutulio centro iki kertančiosios 
plokštumos x. Gauto kūno viso paviršiaus plotas lygus 2л(А? — х?) + 4nRx, 


тек | А 2n(R – x) + АпЕх 1 Ж ж 
todėl ieškomasis san Т.в lų LS E B - 
М аак а А 


mėsime X = r k = i (1- É) + 50 «t < 1. Ištyrę kvadratinį trinarį - 2 2 + 
1 


++ 5 intervale [1; 0], įsitikinsime, kad jo reikšmių aibė — intervalas 


B: 1]. Reikšmės 1 ir 1 atitinka kertančiųjų plokštumų išsidėstymo išsigimu- 

sius atvejus х = 0 ir x = R. Kai k = 1. 1g +1+ l- "m = 3 — pašalinė 
! 8 2 2 3173 

šaknis; 2, = 2. Tada x = IR 


. (0. 8} 1 
b) Atsakymas: (0; 27 ЗК ; 


366 uždavinys. a) Trapecijos vidurinė linija, kurią viena įstrižainė dalija 
santykiu k, dalija trapeciją į dvi dalis, kurių mažesniosios plotas lygus 5. 
Raskite trapecijos plotą. 
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b) Lygiašonės trapecijos įstrižainių susikirtimo taškas dalija jstriZaines 
santykiu k, o trikampio, apriboto šonine kraštine, įstrižaine ir didesniuoju 
pagrindu, plotas lygus S. Raskite trapecijos plotą. 

D c Sprendimas. a) Pagal salyga о, = 

E | $ £77 М ü = k; 0 < k < 1. Pažymėsime S,,, = S, 
а Se= Se Sree = S» Sag = Se Th- 


A 8 da S, + S, = S. EF = 1 CD, todėl 


S, + S, = 4S, S, = 35,. Analogiškai: FO = 14B, S, = 35,. Trikampių ACD 
ir ACB aukštinės lygios, todėl S,: 5, = 45,: 4$, = DC: AB = ЕЕ: FQ = k; 


S, = kS,. Vadinasi, $ = S, + S, = 35, + S, = (3k + 1)S;; S, = зг" 
trapecijos plotas lygus: S, + S, + 5, + 5, = 4($, + 5,) = 4(1 + К)$, = 
= AL +k) ç 
ЗК +1 ` 
Jei k pažymėtume santykį FQ : EF, k > 1, tai, paėmę atvirkštinį santykį 
1 
41 + >) 
1 a gautume: E S= Ak +l) g, 
k 3 М +1 3+k 


b) Atsakymas: jei 0 < k < 1, (1 + K)S; jei k > 1, KAI S. 


367 uždavinys. a) Trys skrituliai su spinduliais r, Žr, Žr išdėstyti plokštu- 
moje taip, kad kiekvieni du iš jų liečia vienas kitą iš išorės. Raskite skri- 
tulio, į kurį įbrėžta duotoji trijų skritulių sistema, spindulį. 

b) Trys skrituliai su spinduliais R, 4R, 4R išdėstyti plokštumoje taip, kad 
kiekvieni du iš jų liečia vienas kitą iš išorės. Raskite skritulio, liečiančio 
kiekvieną iš trijų skritulių iš išorės, spindulį. 

Sprendimas. a) Tegul O, — skritulio su spinduliu r 


centras, O, ir O, — skritulių su spinduliais 3 r centrai. 


Tada 0,0, = 3r, 0,0, = 0,0, = Žr. Trikampio 0,0,0, 
aukštinė O,A lygi ү" = "á = 2r. Jei O — skritulio 
su ieškomuoju spinduliu R centras, tai ОО, = К — Žr, 
ОО, = R-r; ОА = |AO, - OO,| = |27 - (R-7)|» |3r - R|. Iš trikampio 
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A00, : ОО; = AO! + AC}; (R- y = (3r — Ry + Gs 9? = 3rR R = 
= 3r. 

Kadangi OO, = R-r = 2r = О,А, tai O — atkarpos O,O, vidurio taškas. 

b) Atsakymas: iR. 

368 uždavinys. a) Išspręskite nelygybę 187 + E «16- x- 1, 

x 

b) Išspręskite nelygybę 42 + 1 < 2х +6- 1 š 

Sprendimas. a) PaZymésime 3x + 1 = z. Tada 9? + 6 + + = z; 
18? + 2 = 22? – 12. Todėl 27? - 12 < 16 - z; 222 + z – 28 < 0. Pasinaudoję 


intervalų metodu, randame sprendinius: z є [-4; A Iš to išplaukia, kad 


-4 <3x + 1 ç 7. Nelygybė 3x + 1 > 4 teisinga, kai x > 0. Jei x < 0, tai 


2. 
3 + 4x + 1 <0ir x e [-1; - i. Vadinasi, nelygybė 3x + 1> —4 teisinga, 
kai x € [-1; - lo; +оо) (+). Dabar išspręsime nelygybę 3x + ls 7 s 


Ji teisinga kai x < 0. Jei x > 0, tai бх? - 7x + 2«0ir sprendiniai bus 


хє É: 2]. Vadinasi, nelygybé 3x + 152 turi sprendinius: x € (—e; 0) 


1. 2 * 
V 2 3] (* ). 
Belieka rasti sprendinių (*) ir (**) bendrąją dalį: х є [-1; – 06; 2. 


b) Atsakymas: х є [-1; 1-3 р, А 


369 uždavinys. a) Pavaizduokite plokš- 
tumoje taškų M(x; y), kuriems teisingos 
nelygybės |х-у| <3,* +y < 2(2 — x + 
+ 2y), aibę ir raskite gautosios figūros 
plotą. 

b) Pavaizduokite plokštumoje taškų 
M(x; y), kuriems teisingos nelygybės |x + 
+ y| 22, x! + у < 2(1 + x + у), aibę ir 
raskite gautosios figüros plota. 

Sprendimas. a) Taškų M(x; y), ku- 
riems teisinga nelygybė |x — y| < 3, aibė 
yra juosta, apribota tiesémis y = x + 3 ir 
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y = x - 3, nes šią nelygybę galima užrašyti taip: -3 < x - y < 3. Taškų 
M(x; y), kuriems teisinga nelygybė x^ + у < 2(2 — x + 2y), t. y. (x + 1) + 
+ (y - 2)? < 9, aibė yra skritulys su spinduliu А = 3 ir centru taške O,(-1; 2), 
kuris yra tiesėje y = x + 3. Kadangi skritulio spindulys mažesnis už juostos 
plotį (patikrinkite), tai bendroji dalis — pusskritulis, kurio plotas lygus 


la 9 
„R 2^ - 


b) Atsakymas: 27. 


370 uždavinys. a) Nustatykite vieno iš naujųjų laikų mokslo pradininko 
gimimo metus, jei žinoma, kad jo gimimo metų skaitmenų suma lygi 21, o 
jei prie gimimo metų pridėsime 5355, tai gausime skaičių, kuris užrašytas 
tais pačiais skaitmenimis tik atvirkščia tvarka. 

b) Nustatykite žymaus fiziologo gimimo metus, jei žinoma, kad jo gimi- 
mo metų skaitmenų suma dalijasi iš 5, o, jei prie gimimo metų pridėsime 
7452, tai gausime skaičių, kuris užrašytas tais pačiais skaitmenimis tik at- 
virkščia tvarka. 

Sprendimas. a) Užrašysime ieškomuosius metus tokiu pavidalu: Toz = 
= 1000 + 100x + 10y + z. Pagal sąlygą (1000 + 100x + 10y + z) + 5355 = 
= 1000z + 100y + 10x + 1. Kadangi dešiniajame skaičiuje vienetų skaičius 
lygus 1, tai ir kairéje z + 5 turi baigtis vienetu, t. y. z turi būti lygus 6. Todėl 
1000 + 100x + 10у + 6 + 5355 = 6000 + 100y + 10х + 1; iš kur x + 4 = 
= y. Pagal uždavinio salyga 1 + x + y + z = 21, todėl x + y = 14. Iš sistemos 


x + 4 = y, 
x + y = 14; 


gauname: x = 5, y = 9. Ieškomieji metai — 1596 — Renė Dekarto gimimo 
metai. 
b) Atsakymas: 1829 — I. M. Secenovo gimimo metai. 


371 uždavinys. a) Kvadrato ABCD kraštinė a. E ir F atitinkamai yra 
kraštinių AB ir CD vidurio taškai. Taškas K yra atkarpoje CF, taškas N — 
atkarpoje AD, o atkarpos EF ir KN kertasi taške M. Raskite trikampio 
KFM plotą, jei CK: KF = 1: 5, o trapecijos EMNA plotas sudaro 5 
kvadrato ploto. 

b) Lygiakraščio trikampio АВС kraštinė a. E ir D atitinkamai yra kraš- 
tinių AC ir BC vidurio taškai. Taškas К yra atkarpoje CD, taškas N — 
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atkarpoje AB, o atkarpos ED ir KN kertasi taške M. Raskite trikampio 
DKM plotą, jei žinoma, kad DK: CK = 1 : 4, o trapecijos ANME plotas 
sudaro m trikampio АВС ploto. 


D JEN Se 

Sprendimas. a) Kadangi СК: КЕ = 1: 5, tai Fá 
T napa à М 
Pažymėsime FM = х. AKDN—AKFM, todėl № ND = N 

а + Эа 

= KD. = y KD. „.2_12 _ П 

КЕ? ND = x КЕ ^ * з, 55% А 3 B 

12 

АМ = a- ND = a - =x; EM = a - x. Trapecijos ANME plotas lygus 

= AN + EM. in. 11 8 
S 2 AE = 40 ет а- х) = 24а - 5); 207 5а - 2; 

= 2 Taipi = LER. = Act. Akių DA 
x = =. Taigi Skru FK: FM 2417 

УЗ gn 
b) At 
кашпай сые 
372 uždavinys. a) Su kokiomis a reikšmėmis lygčių sistema 
++ x 
2 

y = sin(a + nx) + sin(a — nx) ir Зѕіпа = e cu m turi vienintelj 


sprendinj srityje x e [1; 2l y € (7; 0]? 


b) Su kokiomis a > reikšmėmis lygčių sistema y = i - zi 5{3соѕа = 
ax 


= (cos(a + y) + cos(a – у))(1 + x^) turi vienintelį sprendinį srityje 
x € [2; +оо), y e (—оо; +оо)? 

Sprendimas. Iš antrosios sistemos lygties nagrinėjamoje srityje akivaiz- 
du, kad sina > 0. Iš pirmosios lygties randame: у = 2sina · cos nx ir įstatome 


į antrąją lygtį: sina · (у + 1) = + ë +x+ 55); sina -(4sin°a : cos'nx + 1) = 
= i : 6 +x+ 22 (*). Kairioji šios lygties pusë didinant x nuo 1 iki 5 
mažėja nuo 4sin'a + sina iki sina. Išnagrinėsime funkciją ф(х) = 3 +x+ 
+ эз „Jos išvestinė ф(х) = 1 – i intervale (1; 2 teigiama. Todel lygties 
(*) desinioji pusé didéja nuo 1 iki 190). Šios lygties kairiosios іг dešinio- 
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sios pusės grafikai kertasi vieninteliame taške 
tik tada, kai 4sin'a + sina > 1. Pažymėsime 
sina = z. Funkcijos f(z) = 42 + z — 1 teigiama 


/'@) = 122 + 1> 0. Д) = 0, kaiz = 3. Iš to išeina, 


kad nelygybė 4sin'a + sina > 1 turi аа 
sina 2j. K čia a (E + kn; SE + 2kn], ke Z. 


b) Atsakymas: a e (Š; 2-1; a e É @k + 1), k e Z. 


373 uždavinys. a) Iškiliojo penkiakampio ABCDE kraštinės yra lygios 1. 
Kraštinių AB, CD vidurio taškai P, O ir kraštinių BC, DE vidurio taškai S, 
T sujungti atkarpomis PO ir ST. Tegul M ir N - atkarpų PO ir ST vidurio 
taškai. Raskite MN. 

b) Trikampyje АВС kampas B = 60°, AB = 1, BC = 3. Kraštinėje AC 
atidėti taškai D ir E taip, kad AD : AC = 1:5, СЕ: AC = 1: 4. Raskite 
kampą DBE. 


Sprendimas. a) Naudojant teoremą apie trikam- 
pio vidurinę liniją (žr. pav.), uždavinys sprendžia- 
mas elementariai. Pateiksime kitą sprendimo būdą. 


£ АМ = 148 + 1048 + BÓ + 108), АМ = AB + 


+ LBC + idc + CD + 1pB). Vadinasi, MÑ = 


= AN-AM = (1 - TF + @- -bié «d- bcb i ЪЁ = ТАР. Todėl 
= 1 
MN = 1. 
b) Atsakymas: cos(ZDBE) = A А 
91 · 537 


374 uždavinys. a) Su kokiu x funkcija f(x) įgyja didžiausią reikšmę? 
Дх) = um ү2 + N3 + NA tx + Jum V2 + V3 + (4-х 
b) Su kokiu x funkcija f(x) įgyja didžiausią reikšmę? 


foe Va Nas "=-->. V4 + N2 + i= x 


Sprendimas. a) Nesunku pastebėti, kad funkcija f(x) lyginė ir apibrėžta 
intervale [-4; 4]. 
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1 | 1 x 
Nis Nae +й+х 2V2 + Bex 
— —  — — ——S" 
MILII QE ETE Pr = 


1 . 1 


1 
x———— l aua ———. 
2\2 + a+ dà-x 2\3+Хй-х 2404-х 
Funkcija f (х) nelyginė, f (0) = 0. Kai x > 0, f (х) < 0. Iš to išplaukia, 
kad x = 0 — maksimumo taškas ir yra ieškomoji x reikšmė. 
b) Atsakymas: x = 0. 


Ғе) = 


| => TES 1 1 
375 uidavinys. t lygties — + + zi 
uždavinys. a) Raskite neigiamas lygties sinx sind sind 


šaknis, tenkinančias nelygybę х? + 5x - 3x - 3 > 0. 

РЕГЕ r 1 1 1 
b) Raskite t ties ——————— +— L + — = 
талаа fenem Danes cosx --cos3x cosx + cos5xy cosx + cos7x 

šaknis, tenkinančias URS x — 5? + 5х-1 < 0. 


Sprendimas. а) — — + Juni conc = 0. Padauginsime i$ sinx ir 


padalysime iš sin2x (sinx + 0, sin2x * 0): 1 + sinc = 0, sindx = -sin3x. 


2sin i cos > = 0; 1) cos р = 0, x = n(2n + 1) — šios reikšmės neįeina 
į duotosios lygties realiųjų reikšmių sritį; 2) sin = =0,х = 28, k € Z. 


Daugianario х? + 5x^ - Зх — 3 šaknys yra x, = -3- V6, x, = -3 6 , 
x, = 1. Kai x < O, šis daugianaris teigiamas intervale (-3 — V6; -3 + 6). 
Anksčiau rasti lygties sprendiniai priklauso šiam intervalui, kai k = -1, 
-2, 3, 4, -5, 6. Taigi x = ил , k = -1, -2, -3, —4, S, -6. 


376 uždavinys. a) Apskaičiuokite tg 37° 30'. b) Apskaičiuoti 1р7°30'. 


Sprendimas. a) tg 75° = 2 MEC Kita vertus, tg 75? = tg(45? + 
8 
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+ 30° = EJ z 341. = 2 + ҮЗ. Vadinasi, 2 + ҮЗ = 2tg37°30' 3 
1- R 3-1 1 - tg37*30' 
3 


Spręsdami šią kvadratinę lygtį atžvilgiu tg 37?30' ir atsižvelgdami į tai, kad 
tg 37°30' > 0, gauname: 1р 37°30' = = > s T 5 
T 
- 1 + 2V2-V3 
b) Atsakymas: —— 215 —. 
) 2- УЗ 


377 uždavinys. a) Stačiojo trikampio aukštinė, nuleista į įžambinę, lygi 
h. Kokia gali būti mažiausia pusiaukraštinė, dalijanti pusiau didesnįjį statinį? 

b) Stačiojo trikampio aukštinė, nuleista į įžambinę, lygi й. Kokia gali 
būti mažiausia pusiaukraštinė, dalijanti pusiau mažesnįjį statinį? 


A Sprendimas. а) Pažymėsime BE = m, ZBAC = а, AE = 
= -* = „he asi h 
а = ЕС = x, BC = y. IB ABCD: y соѕо; y TUR 
Є D — AACD: L = sino; x = ——1—.14 ABCE: ВЕ? = СЕ? + BC"; 
2х Км 
с # 8 
m! = h(— + т Ištirsime funkciją о) = + 
m a cos us a 


+ —L—-,0sas T. Jo iesinė 7а) = Ota + Aa Kai а = 
cos'a. 4 2cos'a · sina 


= arctg Y 1 ‚ funkcija f(a) įgyja mažiausią reikšmę. Pasinaudoję formulėmis 
2 

соз@ = MT UN ir sina = dE. , randame: cos (arctg Y l)= 2 

1 + (рѓа 1 + tga 4 3 


iQ ү t s А А А А ©» > " жы уос: э: 
sin (arctg 4 ) = 3' Todėl mažiausia pusiaukraštinės reikšmė lygi: m“ = 
b) dune I 


378 uždavinys. a) Išspręskite lygtį 

B5*+135 +135 = 152*! + 155 + 1521 + 
b) Išspręskite lygtį 

Н! к e 1p +... = 13250 + 1375 + 1320 4 


Sprendimas. a) 13 3 (13 + 1 + 137 +.) = 15" (15 + 1 + 15" +. J); 
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5 NT 


135 (13 + — т) = 15515 + + | 
“B i-a 5 415 
161 
Iš čia x = log 5 : 
13 ul 
225 12 
Di 
b) Atsakymas: х = (log | ———). 
169 14-L 
лг 712 


379 uždavinys. a) Išspręskite lygčių sistema 
| log, (X e y) = 
logi, — у) = 0. 
b) Išspręskite lygčių sistema 
| log, (x = у) = 1, 
log „(К + y) = ов „5. 
Sprendimas. a) Sąlygos sistemos apibrėžimo sričiai rasti: |xy| * 1, x # 0, 
у #0, x — у> 0, х- y > 0. Vadinasi, x > |y| > 0. Duotoji sistema 
ekvivalenti sistemai: 
lyi = x - y. 
- y = 1. 
Iš čia 


тии 
х= у +1. 


Išnagrinėsime du atvejus. 1) у > 0. Tada у-у - 1 = 0, y, = 
у, = its, iš to išplaukia, kad x, = 2-8, x, = 248 . Pora 


Gs 55. 1 = NŠ) netinka, nes 3—= 375, 124. 8 En 2 y ü 
лы ed 1-6, 


X, = -LES . Pora (x;; ys) netinka, nes x, < 0. Taigi duotoji sistema turi 
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(3-25; 1 £5, (1 + 5. -3 + 655 
2 : 2 , 2 " i 


du sprendinius: 2 


b) Atsakymas: +55, 55, 


380 uždavinys. a) Raskite lygties 3x* + & — бх? — 24x — 10 = 0 šaknų 
skaičių intervale [0; 3]. 

b) Raskite lygties 3х* + 4 - 12 + 2 = O šaknų skaičių intervale [-1; 2]. 

Sprendimas. a) Rasime lygties kairiosios pusės išvestinę: / (х) = 12% + 
+ 240 – 12x - 24 = 12(X! - 1)(х + 2). Kritiniai taškai x = +1, x = -2. 
x = 1 ir x = -2 — minimumo taškai, о x = -1 — maksimumo taškas. 
Kadangi f(0) = — 10, f(1) = —29, f(3) = 329, tai intervale [0; 3] yra tik viena 
šaknis (jai galima parašyti: 1 < x < 3). 

b) Atsakymas: trys šaknys. 


381 uždavinys. a) Kokias reikšmes gali įgyti dvisienis kampas, sudarytas 
iš taisyklingosios trikampės piramidės sienų? 

b) Kokias reikšmes gali įgyti dvisienis kampas, sudarytas iš gretimų 
taisyklingosios keturkampės piramidės sienų? 

Sprendimas. a) Tegul ZADB — dvisienio kam- 
po linijinis kampas, t. y. AD L SC ir BD 1 SC. 
Plokštumoje ABC paimsime trikampį AKB, lygų tri- 

kampiui ADB. Jo viršūnė К yra kampo C pusiau- 

C SS 6 kampinėje (įrodykite), be to, ji gali būti bet kurioje 

£ vietoje nuo taško C iki taško E. I$ to išplaukia, kad 

A kampas AKB įgyja reikšmes nuo 60° iki 180°. To- 

kias pačias reikšmes gali įgyti ir dvisienis kampas, atitinkantis linijinį kam- 
pą ADB. 

b) Atsakymas: 90° < ф < 180°. 


А 382 uždavinys. a) Įrodykite kad, jei statmenų, 
nuleistų iš kokio nors trikampio plokštumos taško į 
tris jo kraštines, pagrindai yra vienoje tiesėje, tai tas 
taškas yra apskritime, apibrėžtame apie trikampį. 
8 C b) Įrodykite, kad statmenų, nuleistų iš bet kokio 
apskritimo, apibrėžto apie trikampį, taško į trikam- 
P pio kraštines, pagrindai yra vienoje tiesėje. 
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Sprendimas. a) PaZymésime plokštumos tašką P, o statmenų, nuleistų 
iš šio taško į kraštines BC, AC, AB, pagrindus X, Y Z. Taškai B X, C, Y yra 
viename apskritime, nes keturkampio PXCY priešingų kampų suma lygi 
180° (ZX = ZY = 90°). Taigi ZPCX = ZPYX, kaip besiremiantys į vieną 
ir tą patį lanką. Taškai Р Y, A, Z taip pat yra viename apskritime, todėl 
ZPYZ = ZPAZ. Kadangi taškai X, Y, F^ yra vienoje tiesėjė, tai ZPYX = 
= ZPYZ. Todėl ZPCB = ZPAB. Iš to išplaukia, kad taškas B yra apskri- 
time, einančiame per taškus P C, A. 


383 uždavinys. Išspręskite nelygybę log ца - 2) 2х — 2, kur ae R. 

b) Išspręskite nelygybę log, (1 – 8247) 2 2(1 — х), kur a є R. 

Sprendimas. a) Pažymėsime a“ = t. Nelygybė apibrėžta, Каі a > 0, а + 1, 
t > 2. Išnagrinėsime atvejus: 1) а > 1. Tada à'-2 < a^^, t. y. É — 2t — a° < 0. 
Iš čia t e[(1— V1 +a?; 1 + V1 + a]. AtsiZvelge į sąlygą + > 2, turime: 
2<а<1+ 1 + а?; 10р,2 < х <10р,(1 + V1+a7).2)0<a< 1. Tada 
Ê -2t -a° 20 t<1- V1 +a? афаг>1 + Ү1 + a. Atsižvelgę į sąlygą 
t > 2, turime: а 2 1+1 + а?; х < log (1+ l + а?). Išvada: kai 0 < a < 1, 
(—s; Іор, (1 + VI + а2)); kai a > 1, (log2; log, (1 + V1 + a2)), su kitomis 
realiosiomis а reikšmėmis sprendinių nėra. 

b) Atsakymas: kai 0 < a < 1, [log,(4 + V16 + а?); 31og,2); kai a > 1, 
[log,(4 + У16+ a?); +оо), su kitomis realiosiomis a reikšmėmis sprendinių 
nėra. 


384 uždavinys. a) Išspręskite lygtį a ' соѕх – (tgx) -1 = = , kura e R. 


kite lygtį a * sinx + tgr + 1 = L, R. 
b) Išspręskite lygtį a · sinx + tgx + 1 vans kur a e 


Sprendimas. a) Abi lygties pusės apibrėžtos, kai sinx * 0, cosx = 0. 
Padauginsime lygtį iš 2sinx: a · sin2x — 2(sinx + cosx) = 2; a: cos2(x - 2 - 


- 2N2cos(x - ? = 2; 2a : cos'(x - 2 - a - 2V2cos(x – = 2. Pažymėsime 
cos(x – 2 = t. 2at! - 2221 - (a + 2) = 0 (+). Galimi atvejai: 1) a = 0. Tada 


2420 22 0; t =- 1.2) а = 0. Lygties (+) šaknys: 2 T 2 ir _ L. Jei 
42 аў 42 


, tai sprendiniai egzistuos, kai - 1 < 2 + 2 < 1, iš čia 
аү2 

a < — 2002 - 1) афа а> 2002 + 1). Patikrinsime аг tenkinamos salygos 
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cos(x = m) = а+ 2 
4 аў 


sinx # 0 ir cosx = 0. Iš ѕіп2х = 0 gauname, kad cos2(x - 2 = 0, 2cos'(x - 


€ T = ЖЕ т = + E ė i ini - n = 
4) 1, cos(x 4) = Todėl lygties (+) sprendinį cos(x 4) 
Tes d 
= - — reikia atmesti. 
2 
Dabar patikrinsime, su kokiomis a reikšmėmis 2 t2 2€ l gča 
аў A 


a = -1. Todėl a = -1 taip pat reikia atmesti. Taigi, kai a € (—; -1)U 


U(-1; -2(V2- 1)]u[2(N2 + 1); +), x = ® + 2m + arccos 2 + 2 n € Z; 
4 р 


su kitomis realiosiomis a reikšmėmis sprendinių nėra. 
b) Atsakymas: kai a є (о; -1)U(-1; -2(N2 - 1)]u[2(N2 + 1); +) yra 


а+2 neZ; 


dvi sprendinių aibės: х = 2лл, x = š + (2n + 1)л + arccos 
su kitomis a reikšmėmis — viena sprendinių aibė: x = 2лл, n є Z. 

385 uždavinys. a) Trapecija ABCD įbrėžta į apskritimą su spinduliu R 
ir centru taške O, esančiame trapecijos viduje. K — trapecijos įstrižainių 
susikirtimo taškas, АВ — jos pagrindas, ZKBA = о, ZOBA = 2 Raskite 
apskritimo, liečiančio įstrižainių atkarpas KB ir KC bei nurodytą R spindu- 
lio apskritimą, spindulį. 

b) Į lygiašonę trapecija ABCD įbrėžtas apskritimas su spinduliu R, K — 
trapecijos įstrižainių susikirtimo taškas, АВ — didesnysis jos pagrindas, 
ZKBA = a. Raskite apskritimo, liečiančio duotąjį apskritimą ir įstrižainių 
atkarpas KB ir KC, spindulį. 

2 Sprendimas. a) Iš AOMB: ОМ = Кіп, 
МВ = Rcos?. K AMKB: KM = MBtga = 
= Rcos? tga. OK = КМ - ОМ = R(eosŠ tga - 


0 
SS 
cosa 
centras yra kampo CKB pusiaukampinéje, to- 
dėl KO, || AB (įrodykite). Pažymėsime NO, = r, kur NO, L KC. Iš AKO,N: 


KO, = E ZO,KB = “КВА, ZNKO, = ZO KB. B АОО,К: OO; = 


8 _ sin?) -R . Ieškomojo apskritimo 


. 20 
š 5 2 
= OK! + КО?; (R - ry = R—2. + —— ; r'cos'a + 2Rrsin'a-cos'a — 
cosa sino 


- R'sin'a - (сов'о — sin?) = 0; r = А9109. (_ sina + cos%). Kadangi 
2 cosa 2 


: Rsina SAC n 
> 0, tai r = ——  (1-2sin2)eosZ,0« a < 2. 
r ai r сой ( їп 20055 «єз 


b) Atsakymas: R(V2 - 1)tg'a. 


386 uždavinys. a) Išspręskite lygtį a(acos'x + 2sin'x) — (a^ — 2)cosx + 
+ 2с053х = 0, kur a e R. 

b) Išspręskite lygtį (8a^ + 1)sin'x — (4a? + 1)sinx + 2acosx = 0, kur 
а є R. 

Sprendimas. а) Pertvarkysime lygtį: a^cosx + 2asin'x – a^cosx + 2с05х + 
+ 2с053х = 0; -a*'cosx(1 – cos'x) + 2asin'x + 4cosx · cos2x = 0; a'sin'x x 
xcosx – 2а5їп*х — 4cosx · cos2x = 0. Kai a = 0: cosx · соѕ2х = 0; 1) соѕх = 
= 0; x = 5 * kn, k e Z; 2) cos2x = 0; x = 2 = ne Z. 


Kai a + 0, nelygi nuliui ir sandauga sinx : cosx (įrodykite), todėl, pada- 
је lygtį i$ sin'x * cosx, gauname: a° — 2atgx - 4(ctgx — 1) = 0; a,, = tgx + 


2, 
+ tgx-2., "o га, = 2(tgx = ctga). 1) a = ix = arctg 2 + 


tgx ° | tgx 
+ mn, m € Z; 2) a = X(tgx — ctgx); tgx - 5t8r-1 = 0; tgx = EIL atis, 


х = arctg -AEE a’ +16 у ln, l e Z. Taigi, kai a = 0, x = 5 t Kx, k e Z, 


x= T4 ЛЕ, п e Z; kai a #0, x = arctg EEH + In, 1 € Z. 


b) Atsakymas: kai a = 0, x = m, k e Z; kai a +0, x = arctg 1- + тт, 
m € Z, x = larctg4a + "T, neZ. 
2 2 
387 uždavinys. a) Stačiojo trikampio įžambinės ilgis lygus c, įbrėžto 


apskritimo skersmuo lygus d. Ar teisinga, kad d < c(V2 - 1)? 
b) Stačiojo trikampio statinių ilgiai lygūs a ir b, stačiojo kampo pusiau- 


kampinės ilgis lygus /. Ar teisinga, kad / < 2 ? 
157 


Sprendimas. Pažymėkime trikampio statinius a іг b. Pagal teorema apie 
dviejų apskritimo liestinių, išvestų iš to paties taško, atkarpų lygybę, gau- 
name: d = a + b - c. Kadangi (a + Б) = (а + b’) + 2ab < (a° + Б?) + 
+ (@ + b?) = X tia + b<cV2.d=a+b-c<cN2-c = c(N2- 1). 

b) Atsakymas: teisinga. 


388 uždavinys. a) Taškai A(-1; 0; 2), B(0; –4; -1), C(-3; -2; 3) — 
piramidės ABCD viršūnės, briauna AD statmena plokštumai ABC, AD = 6. 
Raskite taško D koordinates, jei žinoma, kad jo aplikatė teigiama. 

b) Taškai A(1; 0; -2), C(3; 2; -3), D(5; -2; 2) — piramidės ABCD 
viršūnės, briauna 4B statmena plokštumai ACD, AB = AC. Raskite viršū- 
nės B koordinates, jei žinoma, kad jos abscisė teigiama. 

D Sprendimas. a) Pažymėsime taško D koordina- 
tes x, y, 2. Iš taškų koordinačių rasime koordinates 

C — vektorių: AB(1; 4; -3), АС{-2; 2; 1), AD (x + 

+ 1; y; z — 2). Iš to, kad AD statmena plokštumai 

4 ABC, išplaukia, kad AD L AB ir AD L AC. Todėl 

8 й 

AD - АВ = 0 ir AD- АС = 0, t. y. (x + 1) -4y - 

- 3(z - 2) = 0 ir 26 + 1) - 2у + G - 2) = 0. Kadangi |АЙ| = 6, tai 
(x + 1y + y + (2- 2y = 6. Gausime trijų lygčių su trimis neZinomaisiais 


sistemą. Iš pirmųjų dviejų lygčių randame: y = 2 2 Žx+1=Z-2() 


Įstatysime į trečiąją lygtį x ir y reikšmes: (z — 2)? + e + (z-2Y = 36. 
Iš čia z, = -2, z, = 6. Pagal sąlygą z > 0, todėl 2 = 6. Iš (+) gauname: 
x = 3, y = -2. Taigi, D(3; -2; 6). 

b) Atsakymas: B(2; -2; 4). 

389 uždavinys. a) Raskite visus lygties cos% + sinx + cos2x = 0 spren- 
dinius, priklausančius intervalui [5 ; 2n]. 

b) Raskite visus lygties cos'x — sinx = cos2x sprendinius, tenkinančius 
sąlygą 0 <x < эк А 

Sprendimas. а) (cosx + sinx)(cosx — cosx · sinx + sinx)--(cosx + 


+ sinx)(cosx – sinx) = 0; (cosx + sinx)(cosx — cosx : sinx + sin'x + cosx – 
- sinx) = 0; (cosx + sinx)((cosx — sinx) + sin2x + cosx - sinx) = 0; 
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(cosx + зїп х)((Ү2 cos(x + ОГ” cos2(x + D + V2cos(x + 4) = 


(cosx + sinx)(N2 cos(x + D + 1) = 0. Iš čia 1) cosx + sinx = 0; x = 


1 п 4. Зл 
mE. + ®)=--—;д=-®х+9®+ 
4 nk, k e Z; 2) cos(x 2) E 4 4 2n,leZzZ 
Belieka išsirinkti sprendinius, priklausančius duotajam intervalui: 2: 
3n...7nx 
4 m 
b) Atsakymas: 0; z E, 


4 

390 uždavinys. a) opro nelygybę log,(9' - 25) + logi(3"* - D < 
<1 + 2(1og;7)(log,9) ". 

b) Išspręskite nelygybę logx(4“ – 6) + 2log i (Z – 2) < (log;3 : log,5)" . 

Sprendimas. a) Nelygybė apibrėžta, kai 9“ — 25 > 0 ir 3“! — i > 0. 
log, 1ор;2 
log,2 2 
įgyja tokį pavidalą: log,(9' — 25) + log L (3-1) +1 <1 + log,7 


Kadangi 2(10р,7)(102,9)' = 2. 


= 100,7, tai duotoji nelygybė 


log, 2-2 25 < log,7, A S <7, |y «75 -18 < 0, 
3729; З > 5; To» 

Iš čia 5 < 3' < 9; log,5 < x < 2, t. y. x € (log,5; 2]. 

b) Atsakymas: xe (об; 2]. 


391 uždavinys. a) Išspręskite lygtį 3tg|x| +2|cosx| = 0. 

b) Išspręskite lygtį sin|x| = |sin2x|. 

Sprendimas. a) Lygtis apibrėžta, kai cosx # 0. Kairioji duotosios lygties 
pusė — lyginė funkcija, todėl sprendžiant užtenka nagrinėti x 2 0. 

1) Jei cosx > 0, tai 3sinx + 2cosx = 0. Pažymėsime sinx = t; |t| € 1; 
2 -3t - 2 = 0, t=- 5, t, = 2 — pašalinė šaknis. Sujunge sąlygas x > 0, 
cosx > 0, sinx = - L, randame: x = Ша + 275, k = 0, 1, 2, ... 

2) Jei cosx < 0, tai 3sinx — 2cosx = 0. PaZymésime sinx = t; |t| < 1; 
2 + 3 — 2 = 0; t, = —, t, = 1 . AtsiZvelge į sąlygas x > 0, cosx < 0, 


_ 5n 


sinx = = , gauname: x = * t20,120,12,.. 


ә 
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Kadangi duotosios lygties kairioji puse lyginė, tai galima užrašyti: x 
= xin t2m)k-012.;x- +07 + 20), 1 = 0, 1, 2, .. 

b) Atsakymas: x = n, п є Z; x = *@ + 2ш) !=0,1,2,..; x 
= «(m + 27k), k = 0, 1, 2, ... 


392 uždavinys. a) Apskaičiuokite figūros, apribotos funkcijų y = 5 
- ie - 3), y = x + 2|x - 2| grafikais, plotą. 


b) Apskaičiuokite figūros, apribotos funkcijų y = 2x - |x - 2| ir y 
= x! - 2x + 2 grafikais, plotą. 
> Sprendimas. 
4 4 — x, jei x < 2, 
Зх – 4, jei x > 2. 
Ieškomasis plotas S lygus kreivinės trapecijos, 


apribotos parabole y = 5 – ie - 3}, ašimi Ох 


a) x +2|x-2| = 


ir tiesėmis x = 0, x = 3, plotui minus trapecijų, 
kurių viena apribota tiesėmis y = 4 — x, x = 0, 
x = 2, y = 0, o kita — y = 3x - 4, y = 0, x = 2, x = 3, plotui. 


3 
= JG - 10 зуу = (4+2. 2+5.1)= 
S [6 ge 3)ах (= 24 5 1) = 4,5. 
b) Atsakymas: 22. 


393 uždavinys. a) Išspręskite lygtį cos4x = соз 3л. 

b) Išspręskite lygtį соѕ4х = sin^3x. 

Sprendimas. a) cos(3x + x) = cos?3x; cos3x · cosx — sin3x : sinx = cos?3x; 
(cosx — соѕ3х)соѕ3х = sin3x · sinx; 2sin2x : sinx : cos3x = sin3x : sinx; 
(2sin2x - cos3x — sin3x)sinx = 0; (sin5x — sinx — sin3x)sinx = 0; (2sinx х 


x cos4x — sinx)sinx = 0; (cos4x — D sinx = 0. Iš &ia 1) sinx = 0, x = nm, 


n e Z; 2) сок = L, x = + £ + ME m e Z. 


Atsakymas — šiu dvieju aibiu sajunga. 


b) Atsakymas: x = 5 + nm n € Z; x = + 15 $ m m e Z. 


394 uzdavinys. a) Raskite kügio sudaromosios pasvirimo j pagrindo 
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plokštumą kampą, jei kūgio tūris 4 kartus mažesnis už rutulio, į kurį įbrėž- 
tas tas kūgis, tūrį. 

b) Kūgio tūrio ir į jį įbrėžto rutulio tūrio santykis lygus 2. Raskite 
kampą tarp kūgio aukštinės ir sudaromosios. 

Sprendimas. a) Nubraižysime kūgio ašinį pjūvį. Pažy- 
mėsime OC = R, ZCBD = a. Iš trikampio BCK: BC = 
= CK-sina = 2Rsina (ACKB-ACBD). Iš ACBD: 
BD = BCcosa = 2Rsina-cosa; CD = ВСѕіпа = 
= 2Rsin'a. Rasime kūgio ir rutulio tūrius: V, = in X A m. B 
xBD*- CD = SnR'sin'o. соѕ?о; V, = AR Pagal sąlygą 


2 
V, = V, todėl 2sin o - сова = L 2. (1- cos2a) 1 + c0s20 1, 


4 2 4 
(1 — соѕ?о)(1 — соѕ20) = 1; соѕ20(соѕ?20 - соѕ20 - 1) = 0. Iš čia: 
1) соѕ20 = 0, 4 = "L 2) cos?2a4 — cos2a — 1 = 0, cos2a = d = 15 (antroji 
šaknis didesnė už 1), œ = Јагссов 15 Š s 
TUI sd 1- 5 
Taigi а 4? a jarccos ве 


b) Atsakymas: arcsind. 

395 uždavinys. a) Raskite tokius tris teigiamus skaičius, kad jų sandau- 
ga būtų didžiausia su sąlyga, kad pirmojo ir antrojo skaičių suma lygi a, o 
pirmojo ir trečiojo skaičių suma lygi 2a. 

b) Raskite tokius tris teigiamus skaičius, kad jų sandauga būtų didžiau- 
sia su sąlyga, kad šių skaičių suma lygi За, o pirmojo ir antrojo skirtumas 
lygus a. 

Sprendimas. a) Pažymėsime pirmąjį skaičių x. Tada antrasis skaičius 
y = a- x, o trečiasis — z = 2a - x. Iš sąlygos turime, kad x e (0; a). 
Sudarysime funkciją f(x) = x(a - x)(2a - x) ir rasime jos išvestinę: f'(x) = 
3 + УЗ 

3 


Р) = 0; x, = Ay а, X, = ES а. Intervalui (0; a) priklauso tik 


= 3 - бах + 2a". Kritinius taškus: x,, = a randame i$ salygos 


x,. Patikrinę įsitikinsime, kad, praeidama šį tašką, išvestinė keičia ženklą i$ 
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pliuso j e Taigi su x, pru įgyja didžiausią reikšmę. Kadangi x = 
1 
=(1- = ports =а-х= ‚2=2а-х = (1 + а. 
b) nom (1+ lw, 4 53 23- УЗ)а. 


396 uždavinys. a) Raskite tuos lygties бїрх + "s = tg2x sprendinius, 


kurie priklauso intervalui (- Л 2 2 
b) Raskite tuos lygties 2tg3x — 3tg2x = tg'2x · tg3x sprendinius, kurie 
priklauso intervalui G: m, 


Sprendimas. a) E kris duotaja lygtį: 


1 .. 6co2x . cosx 
tgàx 'cosx-sinàx  cos2x-sin3x ` 


Duotosios S apibrėžimo srityje cosx * cos2x · sin3x + 0; iš čia 


6(tgx + mim) = tg2x + —— 


gauname: бсоѕ22х = cos; 12с0522х — cos2x — 1 = 0; cos2x = -——— 13 46. 
cos2x = 1 ања соѕ2х = - 1. 
3 4 
= 1 = + 1 1 C 
1) cos2x 3: x = £ Sarccos s + kx, Кє Z. 
== 1 = + 1 _ 1 
2) cos2x 41 = £ 2 arccos ( 4) + nr, n € Z. 
Iš šių aibių išsirenkame tuos x, kurie priklauso intervalui (— 5: 2): 
s£ Тагссову id Jarccos(- 5. 


b) Atsakymas: л. 


397 uždavinys. a) Trys rutuliai liečia trikampio su kraštinėmis a, b, c 
plokštumą to trikampio viršūnėse ir paporiui liečia vienas kitą. Raskite 
rutulių spindulius. 

b) Tetraedras įbrėžtas į cilindrą taip, kad viena iš jo briaunų sutampa 
su cilindro sudaromąja. Raskite cilindro tūrį, jei šios briaunos ilgis lygus a, 
o kitos dvi šoninės briaunos tarpusavyje statmenos ir su pagrindu sudaro 
30° kampą. 

Sprendimas. a) Pažymėję rutulių spindulius R,, R,, R, sudarome sis- 
temą: 
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(R, + Ry = (R,- Ry + с, 
(К, + R, = (К, - R, + b’, 
(R, + Rf = (R,- R) + a“. 


Iš čia 4R R, = c^, ARR, = b’, ARR, = a“. Sudauginsime šias lygtis ir, 
atsiZvelge į tai, kad spinduliai teigiami, ištrauksime šaknį: 8R,R,R, = abc. 
ас R = ab 


Vadinasi, R, = be, К, = js ай 


x 
b) Atsakymas: 3 ла? 


398 uždavinys. а) Apskaičiuokite kūgio, įbrėžto į R spindulio rutulį ir 
turinčio didžiausią viso paviršiaus plotą, aukštinės ilgį. 

b) Apskaičiuokite cilindro, įbrėžto į R spindulio rutulį ir turinčio di- 
džiausią viso paviršiaus plotą, spindulį. 

Sprendimas. a) Pažymėsime kūgio aukštinę x; x e (0; 2R). Kūgio pa- 
grindo spindulys r = ҮЙ? — (R- x}; r = N2xR – x? , kūgio sudaromoji / = 
= Wx? + r3; 1 = V2xR . Vadinasi, viso paviršiaus plotas S = mw! + m? = 
= n(V2xRQxR х2) + 2xR - х2). Rasime funkcijos f(x) = N2xRQxR - xi) + 
+ 2xR - x? kritinius taškus intervale (0; 2R) (galima ieškoti funkcijos di- 


2 2 
džiausios reikšmės intervale). / (х) = „ ——2R— + 2(R-x). Pažymė- 


V2xR QxR - xi) 
2 
sme -®- = y ir išspręsime lygtį f Чу) = 0: -222 + X1 - y) = 0; 
g = yir išspręsime lygtį f Чу) JO ü - y) 
8/ – 23у + 16 = 0; у, = TAE У = BEAT, у, _ maksimumo 
taškas, todėl didžiausias viso kūgio paviršiaus plotas bus, kai x = 2-4 R 


b) Atsakymas: N ia +) .R. 


399 uždavinys. a) Taisyklinga trikampė piramidė, kurios pagrindo kraš- 
tinė lygi a, pasukta apie savo simetrijos ašį 60° kampu. Apskaičiuokite 
pradinės ir pasuktos piramidžių bendros dalies tūrį, jei piramidės šoninės 
sienos — statieji trikampiai. 

b) Stačiojo gretasienio pagrindas yra lygiagretainis, kurio bukasis kam- 
pas « ir kraštinės a ir b. Mažesnioji gretasienio įstrižainė lygi didesniajai 
pagrindo įstrižainei. Apskaičiuokite gretasienio tūrį. 

Sprendimas. a) Per piramidės šoninę briauną ir aukštinę išvesime pjūvį 


ABC. Tada AB = 28, КВ = 14B = аз, Šoninės sienos - lygiašoniai 
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C A м/ NN statieji trikampiai, todėl BC = ja. 
М / 
Муу N р Piramidės aukštinė Л = CK = d . 


/ N VAN 
RN /2 


А Duotosios іг pasuktos piramidžių pa- 

K 8 grindų bendroji dalis — daugiakam- 

pis MNPQRT. Tai — taisyklingas šešiakampis, jo plotas lygus 5 = 65, = 
2 

= 6. ŽKB-PO = 3. kB. 2KB = > kp: = 28. Iš to išplaukia, kad 


v3 А 
2. 
ieškomasis tūris lygus V = ish = 1. cu. T = 27 


3 
b) Atsakymas: 2ab sino V-ab- cosa . 


400 uždavinys. a) Išspręskite lygtį 
log, (x + 1) = sin“ TX + cos‘ T% à 
b) Išspręskite lygtį 

g'-& +6_ 1 nx 


Sprendimas. a) Kadangi x + 1 = (Xx- +y + 2 > 2, tai log(x + 1) 2 
Y Ax x 


> log,2 = 1. Kita vertus, sin“ TX + cos! 25 < sin? EX + cos fX = 1. 


Vadinasi, Іор,(х + +) = lir зїп Лә + cos T% = 1. Pirmoji iš šių lygčių 


turi vienintelį sprendinį x = 1, todėl x = 1 — duotosios lygties vienintelis 
sprendinys (akivaizdu, kad tai ir antrosios lygties sprendinys). 


b) Atsakymas: 3. 


401 uždavinys. a) Tarp dviejų uostų plaukioja krovininis laivas, kurio 
greitis tiesiškai priklauso nuo plukdomo krovinio svorio ir su 2000 tonų 
kroviniu 3 kartus mažesnis nei su 1000 tonų kroviniu. Be to, žinoma, kad 
su 2000 tonų kroviniu laivas nuplaukia atstumą tarp uostų per 25 valandas. 
Per kiek laiko jis nuplauks šį atstumą esant didžiausiai krovinių apyvartai 
(krovinių apyvarta — tai plukdomo krovinio svorio ir laivo greičio sandau- 
ga)? Kokio svorio krovinį plukdys laivas esant didžiausiai krovinių apyvartai? 

b) Krovininio traukinio greitis tiesiškai priklauso nuo vagonų skaičiaus. 
Žinoma, kad 60 vagonų sąstato greitis lygus 240 vagonų sąstato greičio. 
Be to, žinoma, kad garvežių brigada 100% įvykdo pervežimų planą esant 
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didžiausiai krovinių apyvartai (krovinių apyvarta — tai vagonų skaičiaus ir 
traukinio greičio sandauga). Kiek procentų plano įvykdys garvežių brigada, 
sudarydama krovininį traukinį iš 40 vagonų? 

Sprendimas. a) Su p tonų sveriančiu kroviniu laivo greitis v = v, — kp, 
kur k — proporcingumo koeficientas, v, > 0. Pagal uždavinio sąlygą 


v, - 2000k = 1 - 1000k), todėl k = —— 


“сїт v = w(1- 


m 
2500 2500 ^ 


Nagrinėdami laivo krovinių apyvartą v,p(1 — -—R kaip p funkcija, f(p), 


2500 
А ПРОЧИЕ š р ур Vp 
rasime didžiausią jos reikšmę: f (p) = w,(1- ——)- ——,v,- —— = 
ај е: f (p) ( 2500? 2500 ' O ^ 1250 
= 0; p = 1250 — maksimumo taškas (patikrinkite). Vadinasi, krovinio 


svoris, esant didžiausiai krovinių apyvartai, lygus 1250 tonų. Jei atstumas 


tarp uostų lygus S, tai S = 25 · w(1- 2000). S = 5w. Todėl, esant 


2500 
didžiausiai krovinių apyvartai, atstumą tarp uostų laivas įveiks per 2 = 
Sv 
= — = 10 valandų. 
"m 1250 valandų 
0 
2500 


b) Atsakymas: 96%. 


402 uždavinys. a) Išdėstykite didėjimo tvarka tris skaičius: a, = logisin2x, 
a, = 1 - 10р;ѕіпх, a, = logi(1 — соѕ2х), jei žinoma, kad 0 < x < 1 ; 
b) Išdėstykite didėjimo tvarka tris skaičius a, = 1 + log,cosx, a, = 


= log(1 + cos2x), a, = 1 - 2logisin2x, jei žinoma, kad 0 < x < T 


Sprendimas. а) a, = -log,(2sinx · cosx) = -1 - Іор,ѕіпх — log,cosx, 
a, = -1 - log,sinx, a, = – 10р,25іпх = -1 - 2log,sinx. Kadangi a, - a, = 
= log,cosx < 0, tai a, > a,. Kai 0 < x < A cosx > sinx, log,cosx > 
> log,sinx, todėl a, - a, = -log,sinx + log,cosx > 0, a, > a,. Taigi a, < 
< a, < dy 


b) Atsakymas: a, < a, < a,. 


403 uždavinys. a) Raskite visas realiąsias a reikšmes, su kuriomis esant 
bet kokiam b > 0 intervale (0; b egzistuoja lygties 10р,(1 - x - x) = 
= alog,_,_ „2 + b sprendinys. 
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b) Raskite visas realiasias a reikšmes (kai b < 0), su kuriomis intervale 
(4; +2) egzistuoja lygties alog, . 2⁄4 = log,(1 – 2) + b sprendinys. 

Sprendimas. a) Pažymėsime log,(1 - x - x") = u. Tada u = = t b, 

u° — bu — a = 0. Kad ši lygtis būtų išsprendžiama su visomis b > O reikšmė- 

mis, turi būti tenkinama sąlyga: b^ + 4a > 0, t. y. a > 0. Kintant x nuo 0 

iki 4, kvadratinis trinaris 1 - x — x? monotoniškai mažėja nuo 1 iki h u 

mažėja nuo O iki -2. Reikia a reikšmei rasti tokią sąlygą, su kuria lygtis 

u? — bu — a = 0 turi sprendinį intervale -2 < и < 0, kai b > 0. u, = 

lo + Vb: + 4a ) — pašalinis sprendinys, kadangi u, 2 0, kai a > 0 ir 

b 55. и, = 1(b - NB E 4a), kai a 2 0, b > 0, и, < 0, be to, lygybė galima 


tik, kai а = 0. Todėl atvejį a = O reikia atmesti. Nelygybė u, > -2 teisinga, 


kai 4+ b > Vb? + 4a . Ši nelygybė, kai b > O lygiareikšmė nelygybei 4 + 2b > 
> a, todėl a < 4. Taigi 0 < a < 4. 


b) Atsakymas: a e (0; H 


404 uždavinys. a) Duotas lygiakraštis trikampis, kurio kraštinė a, ir 
` apskritimas, liečiantis vieną iš trikampio kraštinių ir dalijantis antrąją kraš- 
tinę į dvi lygias dalis. Be to, žinoma, kad apskritimo centras yra trečiojoje 
trikampio kraštinėje. Raskite atstumą nuo apskritimo centro iki artimiau- 
sios trikampio viršūnės. 

b) Duotas lygiašonis trikampis, kurio pagrindas a ir apskritimas su centru 
vienoje iš trikampio viršūnių. Žinoma, kad vieną trikampio šoninę kraštinę 
apskritimas dalija į tris lygias dalis. Raskite apskritimo spindulį. 

Sprendimas. a) AE = BE = Е . Tegul ОР = ОЕ = 
= R, АО = x — ieškomasis atstumas. Tada ОС = a —x, 


B 


E OD = OCsin* 3 -( 735. Iš trikampio АЕО pagal 
kosinusų teoremą NAR R = AE + AO - 2: АЕ х 

á 0 C XAO: cos $; Rs @ + 2-90, 30-х) „а ү 
+x- SU + 4ах-2а° =0,x,, = (-2 + V6 Ja. Taigi ieškomasis atstumas 


lygus (N6 - 2)a. 
b) Atsakymas: Y. 
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405 uždavinys. a) Išspręskite nelygybę 


1-xNi-x- EX Mt E. í 


з - ао + 2(1 - xL - x 
b) Išspręskite nelygybę 
xV + (1- *N1- x > 1 
Vx - 202 - xy — xi 
Sprendimas. a) ApibréZimo sritis 1 — x 2 0, 1 -- x 2 0; tokiems x 
4-42 + 2(1 х) - x? > 0, be to, lygybė čia įmanoma tik, kai x = + 1. 
Vadinasi, apibrėžimo sritis — x є (-1; 1). Pertvarkysime duotaja nelygybę: 
(1- xNI-x + (0. TAx 2 N4 - 42 + 20 ХУ — x2; (1 — xy + 
+ 201 - ху 2 + (1 + x)24-4€à -20- x21-x k (1 + 
+ x) > 4 - 46; Z > š. 
Iš čia x € (—o; — Lil, +оо). Atsižvelgę į apibrėžimo sritį, gauname: 
5 5 
xe(-h- Імі ; 1). 
87S 
b) Atsakymas: x € (0; 2). 


406 uždavinys. а) Išspręskite lygtį 

log,(9 + 8sin'x – 3sin2x) = 3 - log, (sin'x + 1). 

b) Išspręskite lygtį у 

log,(9 + cos2x) + log; (sin'x "cos x + 1) = 

Sprendimas. a) Kadangi sin'x + 1 > 0; 9 + 8sin'x — 3sin2x > 9 — 
- 3sin2x > 6 > 0, tai apibrėžimo sritis yra visi realieji x. Potencijuojame: 
9 + 8sin'x — 3sin2x = 8(їпх + 1), 1 + 8sin'x — 3sin2x — 8sin'x = 0; 
1 + 8ѕіп2х(1 — sin'x) – 3sin2x = 0; 1 + 2sin2x — 3sin2x = 0; (2sin2x - 
— 1)(sin2x - 1) = 0. 

Iš čia 1) 2sin2x -1 = 0, x = (1) E + =, кє Z. 

2)sin2x - 1 = 0, x = 4 t n", n є Z. 

Atsakymas: x — RE i + k: „kelias 1 пт, n e Z. 


b) Atsakymas: x = + E ras йук Cups ed. 


407 uždavinys. a) Pirma krovikų brigada 8 prekinius vagonus gali iš- 
krauti 1 valanda greičiau negu antra brigada. Jei 7 vagonus iškraus abi 
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brigados, dirbdamos kartu, o paskutinįjį vagoną iškraus tik antra brigada, 
tai visam darbui atlikti reikės 2 valandų. Per kokį laiką gali atlikti darbą 
kiekviena iš brigadų, dirbdamos atskirai? 

b) Turime dvi porcijas tos pačios medžiagos — katalizatoriaus. Esant 
inde 1-ai porcijai, reakcija vyksta 6 minutėmis ilgiau negu esant 2-ai. Jei į 
indą sumesime abi porcijas, tai reakcija vyks 4 minutes. Nustatykite reak- 
cijos laiką esant kiekvienai katalizatoriaus porcijai, jei žinoma, kad reakci- 
jos greitis proporcingas inde esančio katalizatoriaus masei. 

Sprendimas. a) Jei x — laikas, per kurį pirma brigada gali atlikti darbą, tai 

7 1 


S + = = 2. Iš čia 97 - 22x — 15 = 0, x = 3 valandos. Vadinasi, 
i+ — — 

x X+1 x+1 

antra brigada visą darbą gali atlikti per 4 valandas. 


b) Atsakymas: 12 minučių, 6 minutės. 


408 uždavinys. a) Kūgio pagrindo plotas S,, šoninio paviršiaus plotas 

5,. Raskite įbrėžto rutulio spindulį. 
b) Kūgio tūris V, pagrindo plotas S. Raskite apibrėžto rutulio spindulį. 
Sprendimas. a) Pažymėsime kūgio pagrindo 


3 spindulį r, o sudaromąją /. Tada S, = nr“, 5, = nrl. 
AN D Į kūgį įbrėžto rutulio spindulys lygus į ašinį kūgio 
L pjūvį įbrėžto skritulio spinduliui. BC = BD (įro- 
A Ф; dykite), todėl iš trikampių SBC іг SOD panašumo 
A C fF 8 r(1- r ) 
r l? — r? 1 
gauname: — = ; R = ——— . Bet 
R l-r _ (ry 
41-0 
NE r S (S-S 
= VL, == —-, todël R = 
i Er S OMR T(S, + S) 
V + S 
b) At : 
) Atsakymas ónVS 


409 uždavinys. a) Raskite visus lygties sin'a + cosa = 1, kur a є (0; 5), 
sprendinius. 

b) Raskite visus lygties logxx + ctgx = 2, kur x e (0; л), sprendinius. 

Sprendimas. a) Duotajame intervale 0 < sinx < 1 ir 0 < cosx < 1. 
Todėl lygties kairioji pusė — mažėjanti funkcija. Vadinasi, lygtis turi ne 
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daugiau kaip vieną sprendinį. Akivaizdu, kad x = 2 — šios lygties spren- 
dinys. Kitų sprendinių nėra. 
b) Atsakymas: x = rt 


410 uždavinys. a) Raskite funkcijos f(x; y) = х? – 2xy + бу — 12x + 2y + 
+ 45, x e R, y e R mažiausią reikšmę. 

b) Raskite sumos sin4 + sinB + sinC didžiausią reikšmę, jei A, B, C — 
trikampio kampai. 

Sprendimas. a) f(x; y) = 22 - 2x(y + 6) + 6у + 2y + 45 = (x - (y + 6)) - 
- (y + 6) + 6у + 2y + 45 = (x-y - 6 + Sy - 10у + 9 = (x-y - 6 + 
+ 5(y - 1} + 4. Akivaizdu, kad mažiausia funkcijos reikšmė lygi 4 ir 
funkcija ją įgyja, kai y = 1, x = 7. Pastebėsime, kad didžiausios reikšmės 
funkcija neturi: fiksuojant x ir keičiant y, galima pasiekti, kad funkcijos 
reikšmė būtų didesnė už bet kokį pasirinktą skaičių. 

b) Atsakymas: 28 (lygiakraščio trikampio atvejis). 


411 uždavinys. a) Raskite stačiojo trikampio kampus, jei žinoma, kad 
įbrėžto apskritimo spindulys lygus 2 cm, o įžambinė — 13 cm. 

b) Raskite stačiojo trikampio kraštines, jei žinoma, kad įbrėžto apskri- 
timo spindulys lygus 6 cm, apibrėžto apskritimo spindulys — 17 cm. 

Sprendimas. a) Tegul O — įbrėžto apskritimo 
centras, OM — spindulys, išvestas į lietimosi tašką; 
ОМ = 2, AB = 13. AM = OMctga; BM = OMctgp, 
kur a = 14A, B = ŽZB.AM + BM = AB; 2ctga. + 
+ ZctgB = 13; ctga + ctgB = B. Kadangi а + В = 
сіро ' cigB — 1 _ ctga ` ctgB - 1 

ctga + ctgB 13 


2 
xctgp = B. сіро ir ctgß galima laikyti kvadratinės lygties x^ — (сіро + 


+ ctgB)x + ctga · ctgB = 0 šaknimis; >° - By + 5- 0. Iš čia ctga = 2, 
ctgB = 5. Todėl 


4 


= 45°, tai 1 = сїр(« + В) = ; ctga X 


2 2 
tgZA = tg2a =__218®_ = ..dgo _ = 12. tgZzB = tg2p = ctgp ЗЕ 
1- tg? Lad. 2 BE: 
ға po 
ctg a. ctg B 


= Ž Taigi šio stačiojo trikampio smailieji kampai lygūs arctg(12) ir arcig(2 Р 
b) Atsakymas: 16 ст, 30 cm, 34 cm. 
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412 uždavinys. a) Įrodykite, kad jei œ, B, y — trikampio kampai, tai 
A eo 

sin; Sin ` sins < E 
b) Įrodykite, kad jei a, B, y — trikampio kampai, tai tgo. + tgB + tgy = 


= tga - tgp - tgy 
Y _ o 


Sprendimas. a) sin? ° sinf ; sin» = 512. sin 


eth xls a +Ë (eos a - "B M ies 258. 
"m 
a -p +В 1 Є; 1 а- ру, 1 
Xcos —L- iat 
udis ios dime: ) = 2С (cos — 2 29573 ) + 4 2 
=- ов 9+ 1 ED + los ®—Ё < ico ES = + 


2 


NTO 
I 
= 
NETS 
>i 
R 
s|: 
lI 
[^7] 
5 
x 


xsinb - COS 


413 uždavinys. a) Išspręskite lygtį sin + cos% + Asin 2x + cosx = 0. 


b) Išspręskite lygtį sinx + ѕіпбх + cos% — Žcosdr = B. 


Sprendimas. a) Pertvarkysime kairiąją lygties pusę: (sinx + cosx)(sin'x — 
- sin'x : cos'x + cos) + 2 sin"2x + cosx = 0; sin: + cosx + узіп + 
+ cosx = 0; (ѕіп2х + сох)" + cosx = 0; 1 + cosx = 0; cosx = - 1; x = 


= (2k + 1)л, ke Z. 
b) Atsakymas: x = (2k + Dr, k e Z. 


414 uždavinys. a) Du statieji apskritieji kūgiai, kurių pagrindų spindu- 
liai R, o aukštinės — H ir 2H, sujungti vienas su kitu pagrindais. Į gautąjį 
kūną įbrėžtas rutulys, liečiantis abiejų kūgių šoninius paviršius. Apskai- 
čiuokite rutulio juostos, apribotos lietimosi linijomis, paviršiaus plotą. 

b) Prizmės pagrindas ir visos jos šoninės sienos — vienodi rombai su 
smailiuoju kampu 60°. Apskaičiuokite rutulio, įbrėžto į prizmę, ir prizmės 
tūrių santykį. 


Sprendimas. a) Nubraižysime duotojo kūno ašinį 
pjūvį. Jei r — įbrėžto rutulio spindulys, h = x + y — 
rutulio juostos aukštinė, tai ieškomasis plotas $ = 
= 2nrh. Pazymésime OS, = H, АО = R, OS = 2H. 
Iš to, kad AO,MM,—ABSO ir AO,NN,—ABS,O, 

OM, „OB.ON, _ OB 


gauname, kad ——! = — ; = = — .Iš čia, 
OM SB ON SB 


pažymėję BS = L, BS, = I, randame: х 


= Е. у Ж.: "2 
ub E iar ; ir kadangi L = 
TOUR, I= ҮН + ,tai h = x + у = ЮО 1) = + 


+ ===). 
Н+ 
Jei p — daugiakampio pusperimetris, r — į jį įbrėžto apskritimo spindu- 
lys, tai daugiakampio plotas lygus: $ = pr (įrodykite). Kita vertus, 5,; в; = 


= 248.05 + ТАВ ` OS, = RH + R-2H. Todėl RH + R-2H = (L + 0); 


Зуу? 
r = ЗЕН ү to išplaukia, kad S = 2л. 2+1 = 18RRH _ 


L*l' L-I LKL +]D ` 
„ 18лЁН (1-1) | 6nR' (AF? R? - NH! + R?) 
LII? - P) WATTR)HMER | 
V, 2n 
b) Atsakymas: — = ——. 
xcd V, 988 


415 uždavinys. a) Pasibaigus pirmajam darbo ciklui, lieka a litrų van- 
dens, turinčio p% kenksmingų medžiagų. Per kiekvieną antrojo ciklo darbo 
valandą vandens sumažėja b litrų, o kenksmingų medžiagų koncentracija 
padidėja 4%. Kada reikia užbaigti antrąjį darbo ciklą, kad, supilant likusį 
vandenį, galima būtų sunaikinti didžiausią kiekį kenksmingų medžiagų? 

b) Pasibaigus pirmajam apdirbimo etapui, yra A tonų produkto, turin- 
čio a% gaminamos medžiagos. Kiekvieną antrojo apdirbimo etapo parą 
produkto masė padidėja B tonų, o gaminamos medžiagos koncentracija 
sumažėja b%. Kada reikia užbaigti antrąjį apdirbimo etapą, kad gamina- 
mos medžiagos išeiga būtų didžiausia? 

Sprendimas. a) Po x valandų nuo antrojo darbo ciklo pradžios vandens 
yra а – bx litrų, o kenksmingų medžiagų koncentracija lygi (р + qx)%. 
)2 + ах _ 

100 
= 0,01(-bqx! + (aq – bpyx + ap). Rasime šios funkcijos kritinius taškus: 
didžiausią reikšmę trinaris įgyja parabolės — šios funkcijos grafiko — 


Vadinasi, kenksmingų medžiagų kiekis lygus f(x) = (a - bx 


viršūnėje. x = mE - ie - P. Atkreipsime dėmesį į tai, kad uždavinio 


sąlygoje kalbama apie didžiausią f(x) reikšmę intervale x e [0; 0-2] 
Ištirsime rezultatą: jei aq — bp < 0, tai antrojo darbo ciklo pradėti nereikia; 
jei aq - bp > 0, tai, kai x < RP „t. y., kai > + p < 200, antrąjį darbo 
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ciklą reikia užbaigti po le - 2 valandų, o, kai E + p > 200, - po 


3E valandy. 


b) Atsakymas: jei aB — bA < 0, tai medžiagos išeiga didžiausia antrojo 
apdirbimo etapo pradžioje; jei aB - bA > 0, tai antrąjį apdirbimo etapą 
T ENS la A 
b 52- = Я 
reikia užbaigti po 26 В ) paru 
416 uždavinys. a) Išspręskite nelygybę 50 + 5 < 2х + 1+ 4. 
2х 2х 


126 + 6. 
X 


b) Išspręskite nelygybę 4x + 1+ 
xx 


Sprendimas. a) 5(Nx + l) <2(x + L + 4; S(Nx + L) <2(40 + 
p ) 5( 2D ( 450 ( сү? ( 
1\2 sci 1 2 

" + 2. Pažymėsime Ух + = = z; 222-52 + 2 > 0. 

pp em >x 

Iš čia z € (—; Ip; +e). 


1) Jei z є (<=; Ž t. y. Ж + е5, tai 2e- k + 1 S ir nesunku 


pastebéti, kad ši nelygybë sprendiniu neturi (D < 0). 


2) Jei z € [2; +e), t. y. Чу *zr > 2, tai 2x — 4x + 1 > 0. Pažymėsime 
X 


ks r, t > 0 (x > 0); 22-4 +1 20; te (0; 1- Liu + L: +e). 
( ) ( 5M J ) 


Tuomet 0 < Ж<1-Ъ ara 21 xe (0; 3 ju +V teo). 
b) Atsakymas: x є 5 1+ 5, 


417 uždavinys. a) Taisyklingos trikampės piramidės pagrindo kraštinė 
lygi a, o aukštinė, nuleista iš pagrindo viršūnės į šoninę sieną, lygi b. Ras- 
kite piramidės tūrį. 

S b) Taisyklinga trikampė piramidė perkirsta 
plokštuma, einančia per pagrindo viršūnę ir dvie- 
jų šoninių briaunų vidurio taškus. Kertančioji 

c plokštuma lygiagreti šoninei sienai. Apskaičiuo- 
А kite piramidės viso paviršiaus plotą, jei pagrindo 
9 
/ kraštinė lygi B 
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Sprendimas. а) Tegul AF = b, BC = а. Tada ED 
Pažymėsime SE = H. Iš ASED: SD = NE +£. y = 


1 He > 
12` Pi 3 pagr. ^7? M pagr. 7 


= ©з ‚ Rasime H. Iš AASD: S, = 55р "AF ir S, = AD: SE. Vadinasi, 
AD - SE = SD AF, 88. Н = e? + € ga Н = — L 
2 12 ҮЗ. a? — 452 


S 
a 


а?Ь 


ir tuomet V = : 
12/3a? - 4? 
b) Atsakymas: $ — — 4 


418 uždavinys. a) Raskite apskritimo, kuris liečia tiesę y = 2x + 4 ir 
kurio centras yra koordinačių pradžioje, spindulį. 

b) Raskite apskritimo, kuris liečia tiesę 2y + x = 6 ir kurio centras yra 
koordinačių pradžioje, spindulį. 

Sprendimas. a) Kadangi apskritimo spindulys, iš- 
vestas į lietimosi tašką, statmenas liestinei, tai už- 
tenka rasti stačiojo trikampio MON su statiniais 


MO = 4 ir NO = 2 aukštinę AO. r = АО = SB. 


b) Atsakymas: r = 65 ; 


419 uždavinys. a) Trys parduotuvės iš bazės gavo 900 kg vienos rūšies 
obuolių ir pardavinėjo juos vienoda kaina. Dienos pabaigoje kiekvienoje 
parduotuvėje liko po 20 kg neparduotų obuolių. Kiek obuolių gavo kiekviena 
parduotuvė, jei pirmoji pardavė obuolių už 80 litų, antroji — už 280 Lt, 
trečioji — už 480 Lt? 

b) Iš punktų A, B, C į punktą S trimis keliais vienodu greičiu važiuoja 
trys automobiliai. Žinoma, kad tam tikru laiko momentu T kiekvienam iš 
jų lieka dvi valandos kelio iki S. Kiek laiko reikėjo kiekvienam iš jų nuva- 
žiuoti iki S, jei iš viso jie sugaišo 24 valandas ir iki laiko momento T 
pirmasis nuvažiavo 300 km, antrasis — 360 km, trečiasis — 420 km? 

Sprendimas. a) Iš viso buvo parduota 900 — 3. 20 = 840 kilogramų 
obuolių ir už juos gauta 80 + 280 + 480 = 840 litų. Vadinasi, kilogramas 
obuolių kainuoja 1 Lt. Pirmoji parduotuvė gavo 80 + 20 = 100 kg obuolių, 
antroji — 280 + 20 = 300 kg, trečioji — 480 + 20 = 500 kg. 

b) Atsakymas: 7 val., 8 val., 9 val. 
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420 uždavinys. a) hei qd Тур (x + 2)(x + 5)(x + 15)(x + 18) = -360. 
1 1 1 .21 


b) Išspreskite yeti 2 t у 9 х+10 20 


Sprendimas. a) Sugrupuosime kraštinius ir vidurinius daugiklius: (x^ + 
+ 20x + 36)(x* + 20x + 75) = -360. Pažymėsime х? + 20x + 36 = y. Tada 
y + 39у + 360 = 0, y, = -15, y, = —24. Atlikę atgalinį pakeitimą, gauna- 
me: x, = 17, x, = 3, x, = 10 - 2010, x, = -10 + 2\10. 


b) Atsakymas: x, = -5, x, = -11, x, = 2\3 - x, = —2 Ž- 8. 


421 uždavinys. a) Rombo plotas lygus Q, o į jį įbrėžto skritulio plotas 
lygus S. Raskite rombo kampą. 

b) Į išpjovą su spinduliu R ir centriniu kampu œ įbrėžtas skritulys. 
Raskite jo spindulį. 

Sprendimas. a) Pažymėsime rombo įstrižainės 2a іг 2b, įbrėžto skritulio 


spindulį r, ieškomąjį rombo kampą о. Tada a = b= —— 
соз® sin 


2 
Q = 2ab, S = пг? Kadangi ab = —2r = 2S О 2. 2$ _ tai sina = 
sina Tmsino 2 nsina 


x a = arcsin = Aišku, kad uždavinys turi sprendinį tik, kai 4$ < nQ. 


b) Atsakymas: r = 


Rsin€ 
sin? 


1 + sin“ ` 
MES 


422 uždavinys. а) Išspręskite nelygybę sinx > cos(x — 1), kai x є [0; 2л). 
b) Išspręskite nelygybę cosx > sin(x - 1), kai x e [0; 2x). 


Sprendimas. a) cos(5 — x) > cos(x - 1); сов(5 - x) - cos(x — 1) > 0; 
2sin(* - 5 sin(x — zł 5) > 0. Kadangi sin = D > 0 (įsitikinkite), tai 


sin х-7- D > O. Iš čia, atsižvelgiant | salygoje duotąjį intervalą, 0 < x - 


T | T, 1.51 
— — — — ы — Я 
< тхе (+ y + 5) 


b) Atsakymas: х є [0; Ž + 5 x€ Gn ub ; 2n). 


423 uždavinys. a) Skritulj su spinduliu r išoriškai liečia trys vienodi 
apskritimai, paporiui besiliečiantys tarpusavyje. Raskite trijų kreivinių tri- 
kampių, sudarytų iš nurodytų apskritimų, plotą. 
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b) Duotas lygiakraštis trikampis ABC, kurio kraštinė lygi 1. Jo viršūnės 
yra apskritimų, liečiančių priešingas kraštines, centrai. Raskite išpjovų bend- 
ros dalies plotą. 

Sprendimas. a) Ieškomasis plotas (jis už- 
brūkšniuotas) lygus trikampio О,О,О, plotui be 
išpjovų О,АС, O,AB, O,BC plotų (nesunku pa- 
stebėti, kad jų bendra suma sudaro pusę skritu- 
lio su spinduliu 0,4 = R = O,B = O,C) ir be 
skritulio su centru O ir spinduliu r ploto). Da- 


2 
tome išvadą, kad 5 = m - daga 


Rasime R: i$ trikampio 00,C 5 > = COS A 
PENi а К = (NB + 3). ме S = DNB + 3). 45- In'Q + 


+ 3-1 = 500243 + 37 (08-5 - т). 


b) Atsakymas: $ = З -24 ЭЗ S353sin (8 - arcsin V2 ). 


424 uždavinys. a) Dydžiai x ir y susiję sąryšiu y = x + zi T. Kokias 
reikšmes gali įgyti y, jei x e R? 

by=x+ -J . Kokias reikšmes gali įgyti y, jei x € R? 

Sprendimas. a) Užrašysime duotąjį sąryšį kvadratinės lygties atžvilgiu x 
pavidalu: х? — (y + 1)х + y + 4 = 0. Kad x būtų realusis skaičius, lygties 
diskriminantas D = (y + 1)' - 4(y + 4) turi būti neneigiamas; y? — 2y — 
-15 > 0. Iš to išplaukia, kad y є (—%; -3]u[5; +оо). 

b) Atsakymas: y є (—; —3]\[1; +оо). 

425 uždavinys. a) Išspręskite nelygybę V2? + 1 2|2*! - 1| + 2-log, Nx. 

b) Išspręskite nelygybę V32*7 + 15 >|3°*! -9| + 3log, x". 

Sprendimas. a) Apibrėžimo sritis: x > 0, x # 1. Pažymėsime 2" = y, 
y > 0, y +1. Tada ly+12 ly - 1| + y. 

Kai y > 1, gauname: b *12(y-1y; 4'!-4y- b < 0; у(8у - 9) < 0; 
y e [0; 9. Bet y > 1, todėl y e (1; 3); 1 <2"58;2 <2 59; 062 < 


< 106,2" < 106,9 - 10,4; 1 < х < 2(108,3 - 1). 
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Kai y « 1, turime: Viy+1 >1;0 <y < 1; = < x < 1. Atsižvelgus 
į apibrėžimo sritį: x e (0; 1). 

Taigi x e (0; 1); 1 < x < 2(log;3 - 1). 

b) Atsakymas: 308366 -1 <x < 1; 1 < x < log,(6 + Чї) - 1. 


426 uždavinys. a) Išspręskite lygtį 
1+ V3t 
logie, NOT + 2tgllx) = 1. 
- tgx 
b) Išspręskite lygtį 
log c 1+1 
Its + DI - tgx 


а, a) Apibrėžimo sritis: x > T 3 + Kx, x # — 5 + Кт, x „T 12 + 


+ X x kr 
Žž # 2 tkkmxel— 22 t 1i (isitikinkite). Pertvarkysime lygti: 


+ 2tg6x) = 


1 
1+ “Зх, 2gllx = |tg(z + шу; 23 — PM + 2iglix = |tg(x + 9 


ҮЗ – tgx 1- pe 


tg(x + 2) + 2tgllx = |tg(x + 21. 

Kadangi, kai a > 0, |a | = a, tai, kada tg(x + A >0, t. y. kai xe (- е + 
+ Кт; b + kn) k e Z (+), turi būti: tg11x = 0, t. y. x = л (**). Aibės 
(ж) ir (+*+) susikerta, kai k = 10-1, 111, 11/ + 1, 11/ + 2, 111 + 3, kur 
l e Z. Jei tg(x + 2 <0, t. y., kai 3 + kna < x < ЭҺ. + kn (жж), tai lygtis 
įgyja tokį pavidalą (atsižvelgiame į tai, kad, kai a < 0, |a| = - a): 

tg(x + © + 2tgllx = -tg(x + 2 tg(x + а + tgllx = 0; 

sin(x + 2 : cosllx + зіп11х · cos(x + 5) 


Š = 0; sin(12x + 1) = 0; 
cos(x + 2 ` соѕ11х 6 


x=- A + ro n € Z. Salyga (+++) tenkina tik tie šios aibės elementai, 
kuriems п = 12m + 5, 12m + 6, 12m + 7, 12m + 8, 12m + 9, 12m + 10, 


kur т e Z. Taigi lygties sprendiniai: x = іх „kur k = 11/—1, 11, 111 + 1, 
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142,1 + 3, le Z;x = sid ЧУ” kur n = 12m + 5, 12т + 6, 


12m + 7, 12m + 8, 12m + 9, 12т + 10, m e Z. 
b) Atsakymas: x = + E + km x = Ie em x = DI kn xe Jn, 


28 28 28 
tknkeZ. 


427 uždavinys. a) Išspręskite lygtį sin(sinx) = cos(cosecx). 
b) Išspręskite lygtį cos(cosx) = sin(secx). 


Sprendimas. a) Pažymėsime sinx = y, |y| < 1. Tada siny = cos ў ; 
23 2 y. 2 у_ ЖИ А... 
siny - (Д-У; 0; — ee Wu p = 0. Iš čia y -7k + 


+ 1)у + 1 = 0 arba y! - (4k + 1)2y -1 = 0, keZ. y = (A15 + 


+ Vak +y E- 1, k € Z, k #0; y, = (4k +1) + TENES +1,k e Z. 


I$ šiu sprendiniu reikia išsirinkti tokius realiuosius sprendinius, su kuriais 
|y| < 1. Tokie sprendiniai (atliekame ir atgalinj pakeitimą): 


x = (-1Yaresin((4k + 1)Ë — Е -1)+ m n e Z, k = 1, 2, ... 
x = (-Waresin((dk +1)Ё + ку -1) + лл n e Z, k =-1,-2,..; 


x = (-1Y'aresin((4k + 1) — (ME +1)+ nr, n e Z, k = 1, 2, ...; 


x = (Cl'arcsin(4k + 1) + aks E +1)+na,n 8 Z, k = -1, 2, .... 


b) Atsakymas: 
x = +arccos((4k + 1) - акту -1)42m,neZ k-1,2,.; 


x = +arccos((4k + II + атут -1 ) + 2л, n € Z, k =-1,-2,..; 


х = +arccos((4k + 1)% - Мак +1 ) + 2mn, n € Z, k = 1, 2, ...; 
x= arccos((Ak + 1)7 + Хат +1) + 2m,neZ,k=-1,-2,.... 


428 uždavinys. а) Iškilojo daugiakampio kampai sudaro aritmetinę pro- 
gresiją O, 2, 38, .. Raskite didžiausią galimą tokio daugiakampio kraš- 
tinių skaičių. 
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b) Iškilojo daugiakampio kampai sudaro aritmetinę progresija o, За 
2а, ... Raskite daugiakampio su didžiausiu galimu kraštinių skaičiumi kampus. 
Sprendimas. a) Šio daugiakampio kampų suma — tai л aritmetinės 


progresijos narių suma. 7-asis narys turi tokį pavidalą: o + ned E =. 


Kita vertus, ši suma lygi n(n — 2). Todėl (a + о + = = n(n - 2) (1). 


Daugiakampis iškilasis, todėl pats didžiausias jo kampas mažesnis už x: 
K> Rx = Па _ mmm (2). Sudauginsime (1) ir (2) panariui: 


2 
L D. r>? =f по; nè- 5n -8 < 0; ne $7751, 3:378, 
Didžiausias sveikasis skaičius, tenkinantis šią nelygybę, уга n = 6. Vadinasi, 
galima nubraižyti tokį šešiakampį. 


. Зп 9л Зл Зл 9л 
b) Atsakymas: 107 20 5" 4^ 10° 


429 uždavinys. a) Ištirkite lygčių sistema 
|cos 22| | 
&х+у-2) = + —ÀH29:Qx-y - 20), 
cos T 9 


4 


x + у = a°, 
kur |а| + 2k + 1, k = 0, 1, 2,... 
b) Ištirkite lygčių sistema 
sin ra 


бж? - 2y = (1 +—— — 
b rar |sin ла | 


): 6-» + 2), 

№ + y = а, 
kur |a| < 3 іг a nėra sveikasis skaičius. 

Sprendimas. a) Antroji iš duotųjų. lygčių — apskritimo lygtis. Jei 
COS = > 0, t.y. ae (4п – 1; 4n + 1), n eZ, tai pirmoji lygtis įgauna tokį 
pavidalą: 4(x + y — 2) = 2x - y - 2), 9? + 18y — 16 = 0; y, =- d 
у = z, Sprendžiant uždavinį reikia surasti apskritimo ir dviejų lygiagrečių 
tiesių susikirtimo taškų skaičių. Jei cos = < 0,t. y. a є (dn ~ 3; 4n- 1), 
n € Z, tai pirmoji duotosios sistemos lygtis jgauna tokj pavidala: x + y — 
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-2 = 0 ir tyrimas atliekamas analogiškai. Taigi sistema neturi sprendinių, 
kai 0 < |a| < 2; 1< |a| < X2; kai ja] = 2, |a| = V2, sistema turi vieną 


sprendinį; sistema turi du sprendinius, kai š < la] < 1, №0 < lal < 3, 4n - 


-3 < |а| < 4n - 1, n = 2,3, ..; sistema turi keturis sprendinius, kai 
4án-1«la| <4п+1,п=1,2,3,... 


b) Atsakymas: sistema neturi sprendinių, kai 0 < a < 9. turi du spren- 


ү 


dinius, kai -3 < а < 22, -1 < ac am de a < 2; turi keturis 


Ji Б 
2 


2 < a < I; turi šešis sprendinius, kai 


ET 


sprendinius, kai — < a < -1, 


- 0, 


а = ; a&tuonis sprendinius, kai - 2 < a < - „2<a<3. 


430 uždavinys. a) Į apskritimą, kurio spindulys R, įbrėžtas iškilasis dau- 
giakampis, kurio plotas didesnis už 2R“, o kraštinės ilgis didesnis už R. 
Raskite daugiakampio kraštinių skaičių. 

b) Iškilajame šešiakampyje, apibrėžtame apie apskritimą, dvi tiesės, jun- 
giančios priešingas viršūnes, eina per apskritimo centrą. Įrodykite, kad ir 
trečioji tiesė, jungianti priešingas viršūnes, eina per apskritimo centrą. 

Sprendimas. a) Duotojo daugiakampio kraštinės ilgis didesnis už R, 
todėl jo kraštinių skaičius mažesnis už 6. Iš į apskritimą įbrėžtų trikampių 


didžiausią plotą turi lygiakrastis trikampis (įrodykite), bet jo plotas —— зав < 


< 28°, Trikampis netenkina uždavinio sąlygos. Negali patenkinti Fo 
sąlygos ir keturkampis: tarp iškilųjų keturkampių, įbrėžtų į apskritimą, 
didžiausią plotą, lygų 2R“, turi kvadratas. Nesunku patikrinti, kad uždavi- 
nio sąlygą tenkina taisyklingasis penkiakampis. Taigi n = 5. 


431 uždavinys. a) Realieji skaičiai x, у, a tokie, kad 
x + y = 2a - 1, 
p a! + 2а – 3. 
Su kokia a reikšme sandauga xy įgyja mažiausią reikšmę? 
b) Realieji skaičiai x, у, a tokie, kad 
х+у=а-1, 
P» = a° — 7a + 14. 
Su kokia a reikšme suma x^ + y“ įgyja didžiausią reikšmę? 
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2 2 2 
Sprendimas. a) Rasime xy. Kadangi ху = habs s E ,taixy = 


= За? - За + 2. Skaičiai x ir y yra lygties Z – (2a — 1): + да? - 3a +2=0 
šaknys. Šios šaknys bus realiosios, jei lygties diskriminantas bus neneigia- 
mas, t. y. (2a - 1 - ба? + 12a -820.Iščiaae[2- 2, 2+ 2 Šiame 


intervale reikia išsirinkti tokias a reikšmes, kad sandauga xy būtų mažiau- 
sia. Parabolés За - За + 2 viršūnės abscisė lygi 1. Bet ši а reikšmė nepri- 


klauso surastam intervalui; artimiausia jai reikšmė iš to intervalo bus а = 
=2- 2. Tai ir уга ieškomoji a reikšmė. 


b) Atsakymas: a = 5. 


432 uždavinys. a) Su kokiomis parametro a reikšmėmis kiekvienas nely- 
gybės х? — Зх + 2 < O sprendinys taip pat bus ir nelygybės ax“ ~ (За + 1)x + 
+ 3 > 0 sprendinys? 

b) Su kokiomis parametro a reikšmėmis kiekvienas nelygybės x^ + 3x + 
+ 2 < 0 sprendinys taip pat bus ir nelygybės ах? + (3a - 1x - 3 < 0 
sprendinys? 

Sprendimas. a) Išspręsime pirmąją nelygybę: x є (1; 2). Kai a #0, 
kvadratinio trinario ах? - (За + 1)x + 3 diskriminantas (3a + 1)' - 12a = 
= (3a – 1)? > 0, todėl trinaris turi realiąsias šaknis. 


1) Jei a < 0, tai antrosios nelygybės sprendiniai bus x € d; 3). Kadangi 


1 < 1, tai uždavinio sąlyga tenkinama su bet kokiu a < 0. 


2) Jei a > 0, tai antrosios nelygybės sprendiniai bus: 


1 


- 1. 
prepr 3,јеіа> 5; 


L Gai l. 

bx«3x»5jia« 3: 

с) x #3, jei a = i. 
b) ir c) atvejais uZdavinio salygos tenkinamos. a) atveju uZdavinio salygos 
bus tenkinamos, jei : 22,t. y. a e (0; 1j. 

3) Jei a = 0, tai antroji nelygybė įgauna tokį pavidalą: x < 3 ir užda- 
vinio sąlyga tenkinama ir šiuo atveju. 

Susumavę viską, kas pasakyta, gauname: a < 

b) Atsakymas: a > – ; * 
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433 uždavinys. a) Raskite visas tokias realiąsias a reikšmes, kad esant 
bet kokiai realiajai b reikšmei egzistuotų tokia realioji c reikšmė, su kuria 
lygčių sistema 

bx-yz ac, 

losa Љу= c+! 
turėtų bent vieną sprendinį. 

b) Raskite visas tokias realiąsias а reikšmes, kad su bet kokia realiąja 
b reikšme egzistuotų tokia realioji c reikšmė, su kuria lygčių sistema 
x + 2by = a, 
bx + (1- Б)у = c +c 
turėtų bent vieną sprendinį. 

Sprendimas. a) Žinoma (įrodykite), kad jei koeficientai prie nežinomų- 
ju neproporcingi, tai sistema turi vienintelį sprendinį su bet kokiomis lyg- 
čių dešiniosios dalies reikšmėmis. Koeficientų proporcingumo sąlyga — 
lygybė 522 = B+ b -6 = 0; b, = —2, b, = 2 . Tik su šiomis b 
reikšmėmis sistema gali būti nesuderinama. Išnagrinėsime šiuos atvejus. 

1) b = -2. Tada 


-2x — y = ас, -2х- y = ac, 
aq as, c + 1, -A-ysti. 
Sistema bus suderinama (turės be galo daug sprendinių), jei bus lygūs 
laisvieji nariai: ac“ = en ; Aac! - c — 1 = 0. Ši lygtis turės realiąsias 
šaknis, jei 1 + 162 20; a 2-l 
2b- 3 ‚ Tada 
3x— y = ас, D 
5х + Зу с +1, 3х-у=-С+1. 


3 
Sistemos suderinamumo sąlyga: ас? = - € E l;3ac + c + 1 = 0. Si lygtis 


turės realiąsias šaknis, jei 1 - 122 20; a < i . 


Pagal sąlygą sistema turi būti suderinama su bet kokia b reikšme, todėl 
sąlygos gautos 1) ir 2) punktuose, turi būti tenkinamos vienu metu, t. y. 
buda s 
eel 16; p 
b) Atsakymas: a € ri š Н. 
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434 uždavinys. a) Įrodykite, kad jei р, : p, = 2(q, + q), tai bent viena 
iš lygčių x^ + px + q, = 0 arba x^ + px + q, = O turi realiąsias šaknis. 

b) Jei a(a + b + c) < 0 (arba c(a - b + c) < 0), tai lygtis ax? + bx + 
+ c = O turi dvi realiąsias šaknis. Įrodykite. 

Sprendimas. a) Įrodysime prieštaros metodu: tarkime, kad šios lygtys 
neturi realiųjų šaknų. Tada p; - 4q, < 0 ir pš - 4ą, < 0. Iš čia p? + pi- 
- 4(q, + q,) < 0, p? + p; - 2p,p, < 0, (p,- p,). < 0. Bet ši nelygybė nėra 
teisinga su jokiomis p, ir p, reikšmėmis. Taigi bent viena i$ duotuju lygčių 
turi realiąsias šaknis. 

b) Pastaba: jei kuri nors iš šių sąlygų tenkinama, tai to užtenka, kad 
padarytume išvadą apie šaknų egzistavimą, bet jei šaknys egzistuoja, tai tos 
sąlygos nebūtinai tenkinamos. Sąlyga D = b° — 4ac 2 0 yra būtina ir pakan- 
kama kvadratinės lygties šaknų egzistavimo sąlyga. 


435 uždavinys. a) Išspręskite lygtį 6 + 26 + 3)(x + 8) (x + 12) = 

b) Išspręskite lygtį 32x! + x - 2) = & 4x — 9. 

Sprendimas. a) Sugrupave reiskinius pirmuose ir ketvirtuose, antruose 
ir trečiuose skliaustuose, gauname: (x + 14x + 24)( + 11x + 24) = 40°. 
Kadangi x = O nėra duotosios lygties šaknis, tai, padaliję lygtį i$ x^, gauname: 


(к + 14 + 256 11 25 = 4. Pažymėsime x + 24= y. Tada (y + 14)x 
ху + 11) = 4; y? + 25у + 150 = 0; y, = 215, y, = 10. Iš čia: 1) x + % = 


SLEEVES 


= -15; 2) x + 24 = -10. Išsprendę gauname: x,, = 2 


x, = 4. 


b) Atsakymas: x,, = 2n 177 ; x, = -15;x,- 1. 

436 uždavinys. a) Duotas kvadratinis trinaris f(x) = x^ + px + q. Įrodykite, 
kad bent vieno iš trijų skaičių f(-1), f(0), f(1) modulis ne mažesnis už 7 : 

b) Su kokiomis koeficientų p іг g reikšmėmis lygties х? + px + q = 0 
šaknys lygios p ir 4? 

Sprendimas. a) Rasime trinario reikšmes nurodytuose taškuose: f(0) = 4, 
Д-1)=1-р+44,/(1) = : + p + g. Tarkime, kad teiginys neteisingas. Tada 
lal < 5, 11-р+1< $, |1 + p+ą| < 5. Todėl |1 + q] > $. Bet 


|1 + E = Ца ipd (1-р * 9) PAP uid < 


Gavome prieštarą. I$ to išplaukia, kad mūsų teigimas neteisingas ir 
bent vieno iš skaičių f(-1), f(0), f(1) modulis ne mažesnis už i ' 


b) Atsakymas: p, = 0, q, = 0; p, = 1, q, = -2. 


437 uždavinys. a) Raskite funkcijos y = (x — 1)(х - 2)(x - 5)(x - 6) 
mažiausią reikšmę. 

b) Raskite parabolės y = x^ + bx + с, su tiese y = x + 1 turinčios tik 
vieną bendrą tašką (1; 2), lygtį. 

Sprendimas. a) Sugrupavę pirmą ir ketvirtą, antrą ir trečią daugiklius, 
gauname: у = (x° – 7x + 6)(x* — 7x + 10). Pažymėsime x° - 7x + 6 = t. 
Sio trinario reikšmių sritis [-6,25; +оо) (įsitikinkite), todėl sprendžiant 
uždavinį, reikia surasti funkcijos y = t(t + 4) mažiausią reikšmę, kai 
t e [-6,25; +ee). Kadangi mažiausia funkcijos y = 2 + 4t reikšmė lygi 4 
ir gaunama, Каі г = -2, о (-2) є [-6,25; +оо), tai funkcijos у = (x - 1)x 
x (x - 2)(x - 5)(x - 6) mažiausia reikšmė lygi -4. (Su kokiomis x reikšmė- 
mis ji įgyjama?) 

b) Atsakymas: y = x! - x + 2. 


438 uždavinys. a) Nagrinėjamos įvairios parabolės y = x^ + mx + n, 
kertančios koordinačių ašis trijuose skirtinguose taškuose. Kiekvienai pa- 
rabolei per šiuos taškus išvedamas apskritimas. Įrodykite, kad visi šie ap- 
skritimai turi bendrą tašką. 

b) Dvi parabolės plokštumoje išsidėstę taip, kad jų ašys tarpusavyje 
statmenos ir parabolės susikerta keturiuose taškuose. Įrodykite, kad šie 
keturi taškai yra viename apskritime. 


Pav. 2 Pav. 3 


Sprendimas. a) Išnagrinėsime atvejus, kai kvadratinio trinario šaknys 
abi teigiamos, abi neigiamos ir skirtingų ženklų. Pažymėsime šias šaknis 
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atitinkančius taškus ant ašies Ox A ir B; C — parabolės ir Oy ašies susikirti- 
mo taškas, D — antrasis apskritimo, einančio per taškus A, B, C, susikir- 
timo su ašimi Oy taškas. Šių taškų koordinatės: A(x; 0), B(x;; 0), С(0, y,), 
D(0; y,). Kadangi АО. BO = Ро · CO (įrodykite), tai nagrinéjamiems 
trims atvejams gauname: jei taškas O yra apskritimo išorėje (1, 2 pav.), tai 
хх, > 0, ууу, > O ir iš |х || = |у,|-|у„| gauname, kad xx, = yy; 
Kadangi y, = n (trinario laisvasis narys) ir xx, = n (iš Vijeto teoremos), 
tai n = n'y, у, = 1 ir taško D koordinatės (0; 1). Jei taškas O уга apskri- 
timo viduje (3 pav.), tai x,x, < 0, y y, < 0 ir xx, = уу, t. y. vėl y, = 1. Iš 
to išplaukia, kad visi apskritimai eina per tašką D(0; 1). 

b) Nurodymas. Koordinačių ašis pasirinkite išilgai parabolių ašių, parabo- 
lių lygtys x = ау + b, y = с + d (a > 0, b < 0, c > 0, d < 0). Susikirtimo 
taškų koordinatės tenkina šių lygčių sistemą. Padaliję pirmąją lygtį iš a, ant- 
гаја — iš c ir sudėję lygtis, gausime lygtį (x — Ly + (у – Ly - i t 
+14 _b_d 


"PN ae: Belieka pažymėti, kad dešinioji pusė teigiama. 


23. UZDAVINIAI. UZDAVINIAI. UZDAVINIAI... 


Šių uždavinių pateikimą lėmė ne Gauso posakis „Nieko negalima lai- 
kyti padarytu, jei dar kai kas liko padaryti“, o tai reiškia, kad negalima 
išspręsti visų matematinių uždavinių. Archimedas sakydavo, kad „lengviau 
rasti įrodymą, iš pradžių įgyjant šiokį tokį supratimą apie tai, ko mes ieš- 
kome, negu ieškoti tokio įrodymo be jokių išankstinių žinių“, ir mes su juo 
sutinkame. O tai, kad tarp šių uždavinių yra ir sunkių, tai pasak Dekarto „Ir 
kuo sunkesnis įrodymas, tuo didesnis pasitenkinimas tam, kas įrodys“. 


439 uždavinys. Šalyje yra 100 aerouostų. Visi atstumai tarp jų skirtingi. 
Iš kiekvieno aerouosto pakyla po vieną lėktuvą ir skrenda į artimiausią 
jiems aerouostą. Įrodykite, kad į bet kokį aerouostą atskris ne daugiau 
kaip penki lėktuvai. 


Sprendimas. Tarkime, kad į aerouostą O iš aero- 
uostų A,, A, 4, A, As A, atskrido daugiau nei 
penki lėktuvai. Kadangi Z1 + 42 + 3+ Z4 + 
+ Z5 Z6 = 360°, tai nors vienas iš šių kampų 
ne didesnis už 60°. Tarkime, kad tai bus kampas 
А,ОА,. Tada trikampyje А,ОА„ ZA, + ZA, > 120° 
ir todėl nors vienas iš šių kampų ne mažesnis kaip 


60°. Tarkime, kad А, > 60°. Pagal sąlygą trikampis 4,04, nelygiakraštis, 
vadinasi, Z4, > ZA,OA,. Bet tada OA, > A,A; Gavome prieštaravimą: 
mes gi priėmėme, kad artimiausias iki A; bus O, o ne A,. Vadinasi, lėktuvų 
skaičius turi būti ne didesnis kaip penki. 


440 uždavinys. Kam lygus smailusis kampas tarp stataus trikampio smai- 
liųjų kampų pusiaukampinių? 


Sprendimas. Pažymėsime ieškomą kampą x. Jis yra À x, 
trikampio ABD išorinis kampas, todėl x = ZDAB + 
g 
+ ZDBA. Vadinasi, x = 144 + 248; x = ZA + („B E» 
+ ZB = 90; x = 45°. 


441 uždavinys. Lygybėje skaitmenys pakeisti raidėmis, skirtingiems skait- 
menims atitinka skirtingos raidės. Įrodykite, kad dauginant AB · CF = 
= DDEE padaryta klaida. 

Sprendimas. Dešinė lygybės pusė dalijasi iš 11, o kairė — ne, todėl 
lygybė negalima. 


442 uždavinys. Šimtaaukščiame pastate įrengtas liftas su dviem mygtu- 
kais. Paspaudus pirmą mygtuką, liftas pakyla septynis aukštus į viršų, о 
paspaudus antrą — liftas nusileidžia devyniais aukštais žemyn. Kaip iš 
pirmo aukšto patekti į 72? 

Sprendimas. Reikia 14 kartų nuspausti pirmą mygtuką ir tris kartus — 
antrą. 


443 uždavinys. Išskaidykite x” + х + 1 į du daugiklius. 

Sprendimas. x! + х + 1 = x + X° +5-*+1= G? + x + 1) — 
- (È + 1)@ - 1) = (Ó + x + 1)@ - @ + 1)(х-1))= @ + x + 1)@ - 
-x+ 2 — x + 1). | 


444 uždavinys. Raskite visus sveikuosius skaičius x ir y, tenkinančius 
lygybę 2х + 5у = ху - 1. 

Sprendimas. Lygybė akivaizdžiai įgyja tokį pavidalą: (х - 5)(y – 2) = 11. 
Todėl jos sprendiniai: (-6; 1), (4; -9), (6; 13), (16; 3). 


445 uždavinys. Karjere yra paruošta 200 granito plokščių, iš kurių 120 
sveria po 7 tonas, o likusios — po 9 tonas. Ant geležinkelio platformos 
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galima pakrauti iki 40 tony. Koks mažiausias platformų skaičius reikalin- 
gas, kad būtų galima išvežti plokštes? 

Sprendimas. Ant vienos platformos galima pakrauti ne daugiau kaip 5 
plokštes. Todėl reikia ne mažiau kaip 200 : 5 = 40 platformų. Bet 40 
"platformų ir užtenka, jei ant kiekvienos pakrausime tris ро 7 tonas ir dvi 
plokštes po 9 tonas. 


446 uždavinys. Taškas M, kuris yra trikampio ABC kraštinėje 4B, juda 
lygiagrečiai kraštinei BC iki susikirtimo su kraštine CA, paskui lygiagrečiai 
kraštinei AB iki susikirtimo su kraštine BC, paskui lygiagrečiai kraštinei 
CA ir t.t. Įrodyti, kad per tam tikrą žingsnių skaičių, taškas grįš į pradinę 
padėtį. 

Sprendimas. Reikia išnagrinėti santykius, kuriais taškas M dalija tri- 
kampio ABC kraštines. Jei M — AB vidurio taškas, tai jis grįš į pradinę 
padėtį po 3 žingsnių, kitais atvejais — po 6 žingsnių (įrodykite). 


447 uždavinys. Nespręsdami lygties x? - Зх — 5 = 0, sudarykite kvadra- 
tinę lygtį, kurios šaknys (x, + > ir (x, + > kur x, ir x, — duotos lygties 
šaknys. 

Sprendimas. Pagal Vieto teoremą x, + x, = 3, xx, = —5. Tarkime, kad 
x + bx + с = 0 — ieškomoji lygtis. Kadangi ^ = (x, + > + (x, + : = 


= (+) +22 T шь = -G- š = - 12. Kadangi c = (х, + D x 
1 
Е x + ú 1 (x, + xy - XX 
x у= р 2 = pap 1 22 — 2 tai 
M © "з Xw Xw T хк, xp 
c--5- 1-010 = -9. Todėl ieškota lygtis: x° – ly 9 = 0; 52 - 
-12x-45- 


448 uždavinys. Tiesė y = kx + 2 kerta parabole y = x^ taškuose, kurių 
koordinatės (a; a^) ir (с; c^). Su kokiu k 2 0 reiškinio a + c reikšmė bus 
mažiausia? 

Sprendimas. Kadangi ka + 2 = a" ir kc + 2 = œ, tai (ka + 2) - (kc + 
+ 2) = а?—- с; К(а- c) = (a- (a + с); a + c = k. Dabar reikia rasti 
mažiausią k > 0, kuriam esant lygtis kx + 2 = x° turi sprendinius. Lygties E 
- lx - 2 = 0 diskriminantas lygus: D = k? + 8. Mažiausiu iš ieškomų k, kuriam 
esant D > 0, bus k = 0. Taigi a + c įgyja mažiausią reikšmę, kai k = 0. 

186 


449 uždavinys. Kuris iš skaičių didesnis: 65 ar 959? 
Sprendimas. Kadangi 2° < 3°, tai (27)? < (32)2, t. y. 2“ < 3“. Ypač kad 
25 < 3% ir 2“. 35 <3#.3® = 9%, 


450 uždavinys. Ar galima lentelės 5x5 langeliuose išdėstyti skaičius 
+1, -1 ir 0 taip, kad sumos kiekviename stulpelyje, kiekvienoje eilutėje ir 
kiekvienoje iš įstrižainių, būtų skirtingos? 

Sprendimas. Jei toks išdėstymas yra, tai turi egzistuoti 5 + 5 + 2 = 12 
skirtingų sumų, sudarytų iš penkių skaičių 0, -1, 1. Tačiau tokių sumų tik 11, 
kadangi jos sveikosios, mažiausia i$ jų (-1)5 = —5, didžiausia — 1 · 5 = 5. 
Todėl taip skaičių išdėstyti negalima. 


451 uždavinys. Ant vienos kampo, kurio viršūnė O, kraštinės atidėtos 
lygios atkarpos ОА = AB = BC, o ant kitos kraštinės lygios atkarpos OD = 
= DE = EK. Įrodykite, kad trikampiai AEC ir DBK lygiapločiai. 

Sprendimas. Trikampis AEC lygiaplo- 
tis trikampiui OBE (jų lygios aukštinės, 
išvestos iš viršūnės E, ir AC = OB). Tri- 
kampis DBK irgi lygiaplotis trikampiui 
OBE (jų lygios aukštinės, išvestos iš vir- 
šūnės B, ir DK = OE). Vadinasi, trikampiai AEC ir DBK lygiapločiai. 


452 uždavinys. Trikampio pusiaukraštinių ilgiai lygūs 9, 12, 15. Raskite 
trikampio plotą. 
Sprendimas. AA, = 9, BB, = 12, CC, = 15. 3 


Tarkime, kad C, — OC vidurio taškas. Tada 
OC, = 5, OB, = 4, ВС, = 3 ir trikampis Ç & 
OB,C, yra statusis, So, = i 3:4 = 6. | 2%, 
Trikampiai СОВ, ir ВОС turi vienodas aukš- 4 B, e 
tines (išvestas iš viršūnės C), o OB, = ОВ, todėl $овс = 2 5,00 vadinasi, 
E IS, ec Bet Sppe = 555, (BB, — pusiaukraštinė), todėl Soc = 
- 1 5 авс: Trikampiai ОВ,С, ir В,С,С yra lygiapločiai (OC, = CC, ir turi 
bendrą aukštinę, išvestą iš viršūnės B,). Todėl 5. = £ a. 
= 12So5e, = 72. 
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453 uždavinys. Tarkime, kad A,, h,, h, — trikampio ABC aukštinės, r — 
įbrėžto į jį apskritimo spindulys. Įrodykite, kad + + + + + = A 
2 3 
Sprendimas. Pažymėsime trikampio kraštines a, b, c, o jo plotą — S. 


„e T ^ areke f 2$ 234 2$ 
1 1 1 
she bis, 
h, h, h, 


454 uždavinys. Į apskritimą, kurio centras О, įbrėžtas trikampis АВС. 
AD — kampo А pusiaukampinė, O, — apskritimo, apibrėžto apie trikampi 
ABD, centras, О, — apskritimo, apibrėžto apie trikampį АСР, centras. 
Įrodykite, kad АО — kampo 0,40, pusiaukampinė. 

Sprendimas. Tarkime, kad trikampis 
ABC yra smailusis (stačiojo ir bukojo tri- 
kampio atvejai nagrinėjami analogiškai). Jei 
ZADC < 90° < ZADB, tai taškas O, yra 
šalia trikampio ABD, o taškas O, — tri- 
kampio ADC viduje. 

1 ZO,40 = ZO,AB + ZBAO = 


- 5 (180° - ZAO,B) + (180° - ZAOB) = 


= 180° — 1240, - 1⁄AOB = 180° — 


= 5(-АРВ) -4 2+ ZC = 180° - 1(360° - —AB,B) - ZC = 180° - 180° + 
+ X-AB,B) - ZC = ZD- ZC = (180 - ZB- £4) - ZC = (180° - 
- 4B- ZC) - 1⁄4 = 24- 124 = 1⁄4. 

2) Z0AO, = ZOAD + ZDAO, = 1⁄D OD, + LDOS, = 5180" = 
- ZAOD,) + lao" - 440,D) = % - Ž (ACD) + 90° – IC-AMD) - 
= 90°- МАС + LCD) + 90°- ZC = 180°- HAC) s HCD.) - 1С = 
1 


= 180 - ZB-12A- ZC = (180 - /В- ZC)- 12A - ZA- 14A =} 


Vadinasi, ZO,4O = ZOA0, ir AO — kampo О,АО, pusiaukampinė. 


455 uždavinys. Trikampio, apibrėžto apie apskritimą, kurio spindulys 
lygus 1, aukštinių ilgiai išreikšti sveikaisiais skaičiais. Įrodykite, kad trikam- 
pis lygiakraštis. 
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Sprendimas. Pagal tai, kas buvo įrodyta aukščiau: 77 + y + T 
1 2 3 


Todėl h, = h, = h, = 3 arba h, = 2, h, = 3, h, = 6. Iš formulės $ = lah 


Lak at 3.1 
; 


išplaukia, kad a:b:c= 1: 1: 1 јер, = 2, 1, 2 3, h, = 6, tai 
A de h, 
a:b с=%:4:#.&аа = Lx b= İr c= ly, ty. a= b + c, kas 


yra neįmanoma. Vadinasi, h, = h, = h, ir duotas trikampis yra lygiakraštis. 


456 uždavinys. Raskite visus lygties x^ + у + 11(х + yf = 121(x + y) + 5 
sveikuosius sprendinius. 

Sprendimas. (x + y) + 11(х + yy - 121(x + y) = 5; (x + у)((х + у) + 
+ LG + y) ~ 121 - 35) = 5. Kadangi iš kairės yra sveikųjų skaičių 
sandauga, o iš dešinės pirminis skaičius, tai x + y lygus arba +1, arba +5. 
Įstatę šias reikšmes į lygtį, randame visus sveikuosius sprendinius: (-7; 6), 
(6; -7), (-10; 5), (5; -10), (-2; 7), (7; -2). 


457 uždavinys. Įrodykite, kad V4- V10 + {25 > V6 - No + M15. 

Sprendimas. Akivaizdu, kad (V5 — УЗ)? + (3 – V2Y + (N2 - 457 > 0. 
Todėl N2? + 43° + N5? > 42-3 + 42:5 + 3:5. Iš čia V4- N10 + 425 > 
> V6 -W + M5. 


458 uždavinys. Įrodykite, kad trikampį, kurio visos kraštinės mažesnės 
už 1, galima patalpinti į kvadratą, kurio kraštinė lygi 1. 

Sprendimas. Lygiakraščio trikampio atveju teiginys yra akivaizdus: už- 
tenka sutapdinti trikampio kraštinę su kvadrato kraštine. Priešingu atveju 
atidėsime didžiausią trikampio kraštinę ant kvadrato kraštinės. Kadangi 
prie šios kraštinės esantys kampai mažesni nei 90° (kodėl?), o kraštinės 
mažesnės už 1, tai trečia trikampio viršūnė bus kvadrato viduje. 


459 uždavinys. Tarkime, kad a, b, c — trikampio kraštinių ilgiai. Įrody- 
kite, kad jo plotas ne didesnis kaip а + b° + с”). 

Sprendimas. Paimkime akivaizdžią nelygybę: (a – b) + (Ь- cy + 
+ (c - ay 20. Iš čia ab + bc + ac Sa" + b! + c. Todėl 
ln I1 1, 
i = 4 = 
© ш Аа + > op jube < ab + bc + ac. а? + b? + с 
2 3 6 6 f 
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460 uždavinys. Kuris skaičius didesnis: 482 ar 344"? 
Sprendimas. 48? < 495 = (755 = 79 < 7! = (7)" = 343" < 344". 


461 uždavinys. Išspręskite lygtį 1 – lgsinx = cosx. 

Sprendimas. Nagrinėtini tik tie x, esant kuriems sinx > 0. Kadangi 
Igsinx < 0, tai 1 - Igsinx 2 1. Bet cosx < 1. Todėl 1 - Igsinx 2 cosx, be to, 
lygybė teisinga, kai sinx = cosx = 1, kas yra neįmanoma. Vadinasi, ši lygtis 
sprendinių neturi. 


462 uždavinys. Ar egzistuoja triženklis skaičius abc, lygus dviženklių 
skaičių ab, bc, ac sumai? 

Sprendimas. Turi būti tenkinama sąlyga: 100a + 10b + c = (10a + b) + 
+ (10b + c) + (10a + c), t. y. 80a = b + c. Bet tai neįmanoma, kadangi 


a 2 1, b < 9, c < 9. Vadinasi, toks skaičius neegzistuoja. 


463 uždavinys. Įrodykite, kad esant bet kokiems realiems x ir y: 
£ А 
„six + ашу) > sin(sinx · siny). 


Sprendimas. Kadangi |sinx| < 1 ir |ѕіпу| < 1, tai — 5 < sinx : siny < 


sin( 


‚_2 . 2 
< sin X 5 siny c 
belieka pasiremti tuo, kad intervale [— 5 5l funkcija sinx didéja. 


2 (panaudota nelygybė 2ab < а? + b^). [rodymo pabaigoje 


464 uždavinys. Žinoma, kad acosx + bcos2x > -1 esant visiems x. Įro- 
dykite, kad a + b < 2. 
Sprendimas. Kadangi duotoji nelygybė teisinga esant bet kokiems x, tai 


paimsime х = 120°. Tada – ja = ib >-1.Шёаа+Ь<2. 


465 uždavinys. Išspręskite lygtį х + x! + x =- 1 
Sprendimas. Pertvarkysime lygtį: 3 + 3! + 3x + 1 = 0; (x + 1) = 


= 00, х +1 =-x 2; x= - 1 =. 
1+ 12 

466 uždavinys. Išnagrinėsime visas galimas paraboles y = x^ + ax – b°, 
kertančias koordinačių ašis trijuose taškuose. Kiekvienai tokiai parabolei 
per tuos tris taškus išvesime apskritimą. Įrodykite, kad visi šie apskritimai 
turi bendrą tašką. 
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Sprendimas. Jei duotoji parabolė ašį Ox kerta taškuose (x,; 0) ir (x;; 0), 
tai pagal Vieto teoremą x, · x; = — b^ < 0, vadinasi, šie taškai yra skirtin- 
gose koordinačių pradžios pusėse. Kadangi |x,|:|x,| = |-5^| - 1, tai taškai 
(ху; 0), (x; 0), (0; —5^), (0; 1) yra viename apskritime (tenkinama besikertan- 
čių stygų savybė). Todėl visi tokie apskritimai eina per tą patį tašką (0; 1). (Žr. 
438 užd.) 


467 uždavinys. Raskite atstumus nuo trikampio pusiaukraštinių susikir- 
timo taško iki jo viršūnių, jei kraštinės lygios 5, 6 ir 8. 

Sprendimas. Tarkime, kad АВ = 6, BC = 5, 8 
AC = 8, O — pusiaukraštinių susikirtimo taškas. £ 5 
Pagrindinis uždavinių su pusiaukraštinėmis spren- 

Ą LLN 


dimo būdas yra trikampio papildymas iki lygiagre- 


C 
tainio. Atidésime B,O, = BO, ir nubraižysime ly- 
giagretainį ABCB,. Pagal jo įstrižainių savybę: 
АВ? + ВС) = АС? + BB“. Iš čia ВВ, = V58; 4 
BO, = İBB, = 158. ВО = 2 BO, - 1458. Analogiškai, papildant trikam- 


pi ABC iki lygiagretainio, randame АО ir CO: AO = NT CO = N 142. 


468 uždavinys. a) Bakterijos dauginasi dalijimosi būdu. Per viena se- 
kundę iš vienos bakterijos atsiranda dvi. Viena bakterija kartu su savo 
palikuonimis užpildo mėgintuvėlį per vieną valandą. Per kokį laiką tą patį 
mėgintuvėlį savo palikuonimis užpildys dvi bakterijos? 

b) Per 7 dienas stačiakampio gretasienio formos muilo gabalėlio matme- 
nys sumažėjo du kartus. Kelioms dienoms užteks likusio muilo gabalėlio? 

Sprendimas. a) Paprastai sako: po 30 minučių. Bet taip nėra. Iš vienos 
bakterijos per 1 s atsiranda dvi. Toliau procesas vyksta taip pat, kaip ir 
mėgintuvėlyje su dviem bakterijomis. Vadinasi, teisingas atsakymas: 59 mi- 
nutės ir 59 sekundės. 

b) Nuoroda: nubraižykite gretasienį ir išveskite pjūvius per jo briaunų 
vidurius. Gausime 8 lygius gabalėlius. Atsakymas: 1 diena. 


469 uždavinys. Kokia iš dviejų trupmenų yra arčiau 1: taisyklinga ar 
atvirkštinė jai netaisyklinga? 
Sprendimas. Tarkime, kad = — taisyklinga trupmena (m < n). Išsiaiš- 
kinsime, kuris skirtumas 1 – * ar H – 1 yra didesnis: (1-7 )- (2-1) = 
n m n m 


= = (m = ny 
тп 


< 0. Vadinasi, taisyklinga trupmena arčiau 1. 
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470 u£davinys. Dvi upés уга vienodo ilgio. Tékmés greiciai V, ir V, 
(V, > V,). Kuri upė tinkamesnė garlaiviams eksploatuoti? 
Sprendimas. Pažymėję upės ilgį S, o garlaivio greitį V, rasime judėjimo 


laiką kiekviena upe pasroviui ir prieš srovę: pirma upe / = x = 
+ 1 
—S = > antra upe t, = —— + —$— = 29. Kadangi 
V-V V-V, V+V, V-V, V-Vi 


V, > V, tai V^ - Vi > V° — VV. Vadinasi, t, > t, ir antra upė tinkamesnė 
pervežimams. 


471 uždavinys. Raskite visas parametro b reikšmes, su kuriomis lygtis 
b° — btg(cosx) + 1 = O turi vienintelį sprendinį. 

Sprendimas. Kadangi kairė lygties pusė — lyginė funkcija, tai jei x; — 
sprendinys, sprendinys bus ir (—x,). Vadinasi, vienintelis sprendinys gali būti 
tik su x, = 0. Šiuo atveju 1 — btg1 = 0, b = ctg 1. Patikrinimas čia būtinas. 


ctgl: 2 + 1 = ctg1- tg(cosx); ctg1: x! + 1 = ue . Kadangi cosx < 


< 1 ir tangentas — didėjanti funkcija, tai kairė lygybės pusė ne mažesnė už 
1, o dešinė — ne didesnė už 1. Lygybė galima tik su x = 0. 


472 uždavinys. Su kokiomis parametro a reikšmėmis lygtis ах? + 3x + 
+ 2a? -3 = 0 turi tik sveikuosius sprendinius? 

Sprendimas. Jei a = 0, tai x = 1. Tarkime, kad a = 0. Jei x, ir x, — 
sveikieji sprendiniai, tai pagal Vieto teoremą x, + x, = — 2 ; xx, = 2a — 3. 
Tai irgi sveikieji skaičiai. Jų skirtumas lygus 24, irgi sveikasis skaičius. Va- 
dinasi, ir skaičius taip pat turėtų būti sveikasis. Tikrinant, įsitikinsime, 
kad tai įmanoma tik su а = — i 2 . Atsakymas: – I ; 0; 3. 

473 uždavinys. Ant trikampio ABC kraštinių, 
šalia jo, nubrėžti taisyklingi trikampiai. [rodyki- 
te, kad skrituliai, apibrėžti apie šiuos trikampius, 
visiškai uždengia trikampį ABC. 

Sprendimas. Pažymėsime O apskritimų, ku- 
riy centrai O, ir O,, susikirtimo tašką. Kadangi 
uAC,B = ВАС = 240°, tai ZAOB = ZBOC = 
= 120°. Vadinasi, іг AOC = 120°, о todėl taš- 
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kas O уга apskritime, kurio centras yra taškas O,. Trikampis ABC suskai- 
domas į tris trikampius АОВ, BOC, COA, kiekvienas iš kurių uždengtas 
vienu iš šių skritulių. Teiginys įrodytas. 


474 uždavinys. Raskite visus sveikųjų skaičių x, y, z trejetus, su kuriais 
teisinga nelygybė: 
= pe НИБЕ —— + x° + 7x + 11. 
V7+2x-4y+37 Vy + 2z-5x Vax + 2у - 5z-4 | 
Sprendimas. Pošaknio reiškinių suma lygi: 7 + 2x — 4y + 3z + 2y + 22- 
— 5x + 3x + 2y - 5z – 4 = 3. Todėl jei yra nors vienas nelygybės sveikasis 
sprendinys, tai, jį įstačius į nelygybę, visi pošaknio reiškiniai bus lygūs 1. 


Vadinasi, 1+3 > 2 + + 7x + 1; + 7x 9 < 0; x e C e, 


Sveikieji šiame intervale yra x = -5; —4; —3; —2. Įstatę šias reikšmes į 
pošaknio reiškinius, prilyginę juos vienetui ir spręsdami gautas sistemas, 
gausime: x = -3; y = -3; z = -4. 


475 uždavinys. Įrodykite, kad bet kokio stačiojo trikampio apibrėžto ir 
įbrėžto apskritimų skersmenų suma lygi to trikampio statinių sumai. 

Nuoroda. Naudoti apskritimo liestinių, išvestų iš vieno taško, savybę, ir 
tai, kad apibrėžto apskritimo centras — įžambinės vidurio taškas. 


476 uždavinys. Trikampio aukštinė lygi 4. Ji pagrindą dalija į dvi dalis, 
kurių santykis 1:8. Rasti atkarpos, lygiagrečios aukštinei ir dalijančios tri- 
kampi į lygias dalis, ilgį. 


Sprendimas. BD = 4, AD: DC = 1: 8. B 
Tarkime, kad 1 daliai tenka x vienetų. Tada M 
AD = x, DC = &, AC = 9хїг 5с = L. АСх 
XBD = 18x. Vadinasi, S puy = Sunc = 9x. Ka- 
A D N C 


dangi Spc = L. 4 - 8x = 16x, tai, įskaitant tai, 
kad panašių figūrų plotai sutinka kaip kraštinių kvadratai, gauname: S5. : 
: Suve = BD! : MN; 16x : 9x = 16: MN; MN = 3. 


477 uždavinys. Nubraižykite statųjį trikampį pagal įžambinę ir vieno 
statinio pusiaukraštinę. 
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Sprendimas. Duotos atkarpos АВ 
ir AF. Faktiškai mums žinoma dar vie- 


na pusiaukraštinė: CD = LAB. Rem- 
damiesi trikampio pusiaukraštiniu su- 


sikirtimo taško savybe, mes galime 
nubraižyti atkarpas, lygias AO ir OD, paskui nubraižyti trikampį AOD pa- 
gal tris kraštines ir, atidėję taškus B ir C, išsprendžiame uždavinį. Reko- 
menduojame nubraižyti ir išnagrinėti sprendinį. 


478 uždavinys. Trikampio ABC kraštinėje BC paimtas taškas D taip, 
kad BD: DC = 5: 1. Kokiu santykiu pusiaukraštinė CE dalija atkarpą AD? 
Sprendimas. Į tašką C patalpinsime masę 
m. Jei D — taškų B ir C masių centras, tai 
1:т=5:т,т, = Ë m. Jei E — taškų A ir B 


masių centras, tai taške A turi būti masė Im. 


АДЕ "C  Pakeisime taškų B ir C mases ju masių centru 
(m + im)D, t y. 5 тр. Jei К — taškų А ir D masių centras, tai 1 m x 


5 
xAK = Šm KD. Iš čia AK: KD = 6:1. 


479 uždavinys. Raskite stačiojo trikampio kampus, jei jo kraštinės su- 
daro aritmetinę progresija. 
Sprendimas. Tarkime, kad a < b < c ir а — kampas tarp statinio a ir 


įžambinės c. Pagal sąlygą 2 > C= b,t.y. c-b = b-a. Bet a = c · cosa, 


b = c : sina. Vadinasi, c — с · sina = c: sing — c · cosa; 1 + cosa = 25іпо; 


208% = 4sinS : cos? . Iš čia etg? = 2, œ = 2arcctg2. Antras smailusis 
kampas B = 2 - 2arcctg2. 
Pastaba: jei krastinés sudaro geometrine progresija, tai Sie kampai lygüs 


arccos 55 7 L ir arcsin 5-1 . Įrodykite tai. 


480 uždavinys. Pagal trikampio aukštines A,, А,, h, nustatykite jo plotą. 
Sprendimas. Įstatysime а = 25, Ь= 3, c= 25 į Негопо formulę: 
1 2 3 
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асы = ==, 
A mm mmaa 
lolgl;yl,l.16/1.17;1;141.1 
l-.242) (242-2 (2-242) (242-2 
ЫМЫЫ DAAD 2-р 
481 uždavinys. Pagal trikampio pusiaukraštines ту, m,, m, nustatykite 
jo plotą. 8 
Sprendimas. Pratęsime vieną iš pusiaukraštinių už S 
pagrindo per 1 šios pusiaukraštinės. Sujungsime tašką p SN 
3 „ХУМ 


А Га 
F su A ir C. Trikampio ОСЕ kraštinės lygios 2т, =, М 


т, (AOCF — lygiagretainis, kadangi jo įstrižainės dalijasi pusiau). Socr = 
= Sioc Sare = 3" S4oc = 3° Socr . Todėl pagal Herono formulę randame: 


S, = Ein, + m, + m)(m, + m, - m.)(m, — m, + m)(m, + m, т). 


482 uždavinys. Į trikampį, kurio kraštinės a, b, c, įbrėžtas apskritimas. 
Raskite atkarpų, į kurias lietimosi taškai dalija kraštines, ilgius. 

Sprendimas. Tarkime, kad AM = x. Tada 
МВ = NB = c-x, СМ = СР =a- NB = a- 
-(с-х) = а- с + x. АР = АМ = b- CP = 
= р-а + c- х. Bet AM = x, todėl b-a + c- 
—x= x, x= 1 (b + c- a). Suraskite likusiu 


atkarpu ilgius savarankiškai. 


483 uždavinys. Išspręskite lygtį sin `x · cos3x + cos% · sinàx = 3 . 


Sprendimas. Kadangi sin3x = 3sinx — 4sin'x, cos3x = 4cos'x — 3cosx, tai 
3 

D 

ту пл 
тыл 
24 > 


3sinx : cosx · (cosx — sin2x) = 


Iš čia sin4x = i, x = (-1). neZ. 


484 uždavinys. Jei a, b, c, d - keturkampio N 
kraštinių ilgiai, S — jo plotas, tai S si (ac + bd). 
Sprendimas. Kadangi 5, = Jabsiny, kury— A P 
kampas tarp a ir b, tai S, < Jab. Jei MN = a, 
NP = c, tai Sup = Se + Smor < јас + Jod à, 3 
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ir teiginys įrodytas. Jei MN = a, о NP = b, PO = c, keturkampį MNPQ 
pakeisime keturkampiu MNPQ,, kuriame MQ, = с, РО, = d. Sie keturkam- 
piai lygiapločiai, kadangi AMPO, = AMPO pagal tris kraštines. Vadinasi, 
Šiuo = Šia t Sap Š Јас £ Jod. 

485 uždavinys. Išspręskite lygtį J5+x – 2 = 1. 

Sprendimas. Pažymėsime +x = и, №-2 = v, v > 0. Tada w? = 5 + x, 
v! = x - 2 ir mes gauname sistemą: 

u-v=1, (v - 1)(22 + 3v + 6) = 0, 

u° — у? = 7; u = v + l; 
v + 3v + 6 #0; v = 1; k-221x23 


486 uždavinys. Išspręskite lygtį x* — 10x + 26x7 - 10x + 1 = 0. 

Sprendimas. Šioje lygtyje koeficientai, vienodai nutolę nuo lygties galų, 
yra lygūs. Tokios lygtys vadinamos sangrąžinėmis. Sprendžiamos jos taip: 
dalijame abi puses iš x^ (kadangi vidinis dėmuo turi x^) ir grupuojame déme- 
nis su lygiais koeficientais. ( + i) - 10(x * 1) + 26 = 0. Pažymėsime 

1 = 2 1 = 1 2 - = 2 — 2 2 - = k 

x + = = y. Tada x + E (к + 2) 22y'-2; у ~ 10у + 24 = 0; 
у, = 4, y, = 6. 

lx+ L= 4 x'- dr + 1 = 0; х= 2 + 5. 

2)x+ L= 6 x? - 6 + 1 = 0; x, = 3 + 20. 

Taigi lygties sprendiniai bus: x, = 2- V3, x, = 2 + 4, х, = 3- 202, 
x, = 3 + 20. 


487 uždavinys. Išspręskite nelygybę 2x“ + 4х + 3 < (х? + 2x + 2)x 
Xcos(x + 1). 

Sprendimas. Kadangi su bet kokiu x x“ + 2x + 2 > 0, duotą nelygybę 
galima pertvarkyti taip: 


2 
RES < cos(x + 1). 


x + 2х + 
2€ + 4+3 (7 *2c*2) € €, (x + 1)° 
x + 2x + 2 X + 2х + 2 XY-242. 
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Ir kadangi cos(x + 1) € 1, tai x = — 1 — vienintelis duotos nelygybės 
sprendinys. 


488 uždavinys. Raskite visas parametro a, a € (-; —4] reikšmes, su 
kuriomis mažesnioji lygties х + ax – 3x - 2a - 2 = O šaknis įgyja mažiausią 
reikšmę. 

2 

Sprendimas. a(x -2) = -x + 3x + 2. Kai x + 2: a = EAE 

X - 
2 
Kadangi a < - 4, tai men Qe mecs > 0, x e [1; 2JU[6; +). 


Mažiausia reikšmė yra x = 1. Šiuo atveju а = 4. Vadinasi, kai а = -4, 
mažesnė duotos lygties šaknis įgyja mažiausią reikšmę. 


489 uždavinys. Įrodykite, kad a) AJ x + —Ž— = x4jJ—X— , kai x e€ N, 
ys. [тоду )N = cs 
х# 1; bx A : is ros т, Каі xeN ne Nx # 1, n 2 2. 

X — a 


Sprendimas. a) pertvarkysime reiškinį: x + —* ТЫ x — P 
pz x 
X -x+x_ X ЕС. < 
№ - 1 fÉ-1 #-1 2-1 


Pavyzdžiui, jei x = 2, tai 4 = o2 ; jei x= 3, tai ү = SEI ir t. t. 


b) irodykite savarankiškai. 


490 uždavinys. Tiesés y = kx + b krypties koeficientas k = DA , Čia 
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A(x; yj) B(x; у,) - taškai, esantys šioje tiesėje. 
Išsiaiškinkite, ar taškai 4(58; 69), B(30; 40), C(3; 12) yra vienoje tiesėje. 
Sprendimas. Rasime tiesių AB ir BC krypties koeficientus: 
= 69-40_ 29.,‚ _ 40-12_ 28. 
^ 58-30 28 30-3 27 
Kadangi k,, * kpo, tai taškai A, B, C nėra vienoje tiesėje. 


491 uždavinys. Raskite tiesės, einančios per tašką A(2; 5) ir lygiagrečios 
tiesei BC, lygtį, jeigu taškų B ir C koordinatės yra (1; -3) ir (0; 4). 
Sprendimas. Lygiagrečios tiesės turi vienodus krypties koeficientus. 
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Kadangi kj. = = = = -7, tai duotos tiesės lygtis y = — 7x + b. Si 


tiesė eina per tašką A, todėl 5 = — 7 · 2 + b; b = 19. Ieškomoji lygtis: 
y = 7x + 19. 


492 uždavinys. A(3; -1), B(7; 0). Parašykite tiesės, einančios per tašką 
A ir statmenos tiesei 4B lygtį. 
Atsakymas. y = -4x + 11. 


493 uždavinys. Raskite tiesių, einančių per trikampio ABC pusiaukraš- 
tinę, aukštinę ir pusiaukampinę, kurios išvestos iš viršūnės A, lygtis, jei 
A(-2; 1), B(3; 3), C(5; -3). 

Nuoroda. Atsižvelkite į tai, kad pusiaukampinė su trikampio kraštinė- 
mis AB ir AC sudaro lygius kampus. 


Atsakymas. 
= d 2 uod 5; = 43 – 11885 46 — N1885 
p tau 3 + 3; y сезне EET пеи 


494 uždavinys. Santykis се уга pastovus, esant bet kokiems x, 
rum 


ir х,. Įrodykite, kad funkcija у = f(x) yra tiesinė. 

Sprendimas. Šį santykį pažymėsime raide k. Jeigu A(xvy; yo) ir М(х; y) — 
Y- Уо 
X - 


= k; y- y, = К-х) y = Yo + 
+ k(x — x); у = kx + (y, — ka,). Ši lygybė bus tenkinama ir tuo atveju, kai 
X = Xp» y = yy Todėl tai bus teisinga bet kokiam funkcijos y = f(x) grafiko 
taškui. O tai reiškia, kad funkcija y = f(x) — tiesinė. 

Pastaba. y = y, + k(x — x) yra tiesės, einančios per tašką A(xą; Yo) ir 
turinčios krypties koeficientą k, lygtis. Kadangi k = f '(x,), tai iš čia išplau- 
kia, kad y = f(x.) + f'(x)(x - x,) yra funkcijos y = f(x) grafiko liestinės, 
išvestos per tašką, kurio koordinatės (x; f(x,)), lygtis. 


šios funkcijos grafiko taškai, tai 


495 uždavinys. Įrodykite, kad kvadratinės funkcijos grafikas ir jo lies- 
tinė turi vienintelį bendrą tašką. 

Sprendimas. Funkcijos f(x) = ах? + bx + c grafiko һы їа$Ке, kurio 
abscisé x, lygtis turi tokią išraišką: у = (2ax, + b)x — ах, + c. Duotos 
funkcijos grafiko ir liestinės susikirtimo taškų abscises randame iš sąlygos 
ax + bx + с = (2ax, + bh- ах, + c. Iš čia: ax“ — 2axx + ах, = 0, 
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a(x — x)” = 0, x = x. Vadinasi, liestinė su grafiku turi vienintelį bendrą 
tašką — lietimosi tašką. 

Pastaba. Įrodykite, kad hiperbolė y = 1 ir jos liestiné turi tik viena 
bendrą tašką. 


496 uždavinys. Kokioms p ir g reikšmėms esant parabolė y = х + рх + 
+ q liečia tieses y = 5x + 1 ir y = ~x - 2? 

Sprendimas. Remiantis ankstesniu uždaviniu šios tiesės su parabole 
turi tik vieną bendrą tašką. Todėl lygtys X! + px + q = 5x + lirx + px + 
+ q = — - 2 turi po vieną sprendinį, tai įmanoma esant sąlygai, kad šių 
lygčių diskriminantai lygūs nuliui: (p - 5) - 4(q - 1) = O ir (p + 1) - 
- 4(q + 2) = 0. Iš čia p = 3, q = 2. 


497 uždavinys. Įrodykite, kad dviejų funkcijos f(x) = ax“ + bx + с 
grafiko liestinių susikirtimo taško abscisė lygi lietimosi taškų abscisių su- 
mos pusei. 

Sprendimas. Jeigu x, ir x, yra lietimosi taškų abscisės, tai liestinių lygtys 
yra у = (2ax, + bx - ax, + cir y = (2ax, + by - ах, + с. Šių tiesių 
susikirtimo taško abscisé yra lygties (2ax, + b)x - ax; + c = (2ax, + bx - 


- ах} + c šaknis. Iš čia x = СЫ. 


498 uždavinys. Įrodykite, kad jeigu о, В ir y yra trikampio kampai, tai 
a) sina + sinB + siny = 4sin BET. sig ST. sin 7 P. 


b) cosa + сов + cosy = 1 + 4sinŠ - sin D sin L; 
1 in B siny = sinke Вх Y. 

C) sina. + sin B — siny 4sin > sin > cos 2; 

d) cosa + соз — cosy = 4cos% - cos Ë - cos Í — 1; 


е) cosa + cosB + cosy < 5 š 


Nuoroda. Spresdami atvejį e) atsižvelkite į atvejį b) ir uždavinį 412 (a). 


499 uždavinys. Raskite realiuosius lygties (1 + i)x + (2 + i)y = 5 + 3i 
sprendinius. 

Sprendimas. Kairiąją duotosios lygties dalį pertvarkome į išraišką (x + 

+ 2) + (x + у). Kompleksiniai skaičiai lygūs tik tuo atveju, jeigu jų 
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realiosios ir menamosios dalys lygios. Vadinasi, x + 2y = Sir x + y = 3. 
Todėl x = 1, y = 2. 


500 uždavinys. Apskaičiuokite reiškinį VB + 6i. 

Sprendimas. Reikia rasti tokį skaičių x + yi, kad (x + yi) = 8 + 6i. Iš 
čia (X - y) + 2yi = 8 + 6i; 

> 18 y = 8, 

2y = 6; 
x = 3, y = 1 arba x = - 3, y = -1. 

Vadinasi, V8 +6i = +(3 + i). 


501 uždavinys. Įrodykite kompleksinio skaičiaus modulio savybes: 
1) |z| 2 0; 2) bet kokiam r > 0 egzistuoja be galo daug kompleksinių 
skaičių z, tokių, kad |2| = r; 3) |z| = |-z|; 4) |z| = |Z|;5) 2:2 = |2; 


2 2 
6) lal = Ia] lal; D BI = IE; 8) |z + nl S lal + Lal. 
2 2 


Nuoroda. 2) visi tokie kompleksiniai skaičiai atvaizduojami apskritimo, 
kurio spindulys r ir centras yra koordinačių pradžioje, taškais. 
5) jeigu z = x + yi, tai zz = (x + yi)(x - yi) 2x + y. = (x? yy. = |z |. 
6) |z.: z,|° -(au:z)2,2)-2Q4'2)2:2)-7 lz, |° : |z,|°. 
z z 
7) lal = z nb = 211 ‚|. 


8) pasinaudokite trikampio nelygybe. 

Pastaba. Kompleksinis skaičius x + yi atvaizduojamas koordinačių plokš- 
tumos tašku (x, y). Koordinačių ašis Ox vadinama realiąja ašimi, o Oy — 
menamąja. Kompleksiniai skaičiai sudedami kaip ir vektoriai pagal lygia- 
gretainio taisyklę. Kompleksinio skaičiaus z palyginimas su jungtiniu skai- 
čiumi z turi paprastą geometrinę prasmę — tai simetrija realiosios ašies 
atžvilgiu. 


502 uždavinys. Jeigu z = a + bi — nelygus nuliui kompleksinis skaičius 
ir œ — jo argumentas, tai а = |z|cosa, b = |z|sina ir z = a + bi = 
= |z|cosa + i|z|sina = |z|: (cosa + isina). 

Raskite kompleksinio skaičiaus argumentą a) 1; b) -2; c) 2i; d) 1 + į; 
e) 2-2; f) -1 - 3i. 

Pastaba. Kompleksinis skaičius išreikštas reiškiniu z = r(cosa + isina), 
čia r > 0 ir а — realieji skaičiai, vadinamas kompleksinio skaičiaus tri- 
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gonometrine forma. Iš čia išplaukia, kad bet kokį nelygų nuliui komplek- 
sinį skaičių z galima išreikšti trigonometrine forma: pakanka vietoje r pa- 
imti |z |, o vietoje œ — vieną iš argumento z reikšmių (nulio argumentas 
neapibrėžiamas; kompleksinio skaičiaus argumentas surastas ne vienareikš- 
miškai, о tik su tikslumu, lygiu skaičiaus 2r kartotiniam). 


503 uždavinys. Jeigu z = r(cosa + іѕіпо), čia r ir а — realieji skaičiai 
ir r > 0, tai r = |z|, о œ — viena i$ argumento z reikšmių. 

Sprendimas. 
[|= |г(соз + іѕіпо) | = |r|: | cosa + isino | = rVcosža + sinat = r. Jeigu z = 
= a + bi, tai a + bi = |z|cosa + i|z|sina. Iš čia a = |z|cosa, b = |z|sina, 
cosa = -&, sina = Ф. Bet kuris skaičius a, tenkinantis dvi paskutines 


lygybes, a к. Z: 


504 uždavinys. Įrodykite kompleksinių skaičių, išreikštų trigonometrine 
forma, daugybos taisyklę: dauginant kompleksinius skaičius, išreikštus tri- 
gonometrine forma, jų moduliai sudauginami, o argumentai sudedami. 

Sprendimas. Jeigu z, = |2, |: (cosa, + isina,), z, = |z,| : (cosa, + іѕіпо,), 
tai z,* z, = |2, |: [2,|: (cosa, + ising, (cosa, + isina,) = |2,: 2, |: (cos(a, +о,) + 
+ sin(o, + 0,)). 

Pastaba. Ši taisyklė tinka bet kokiam daugiklių skaičiui. Jeigu paimsime 
z, = z, = .. = z, = r(cosa + ising), tai gausime Muavro formulę z" = 
= F(cosna + isinna). 

Ši formulė išlieka teisinga ir kai n = 0, ir kai n < O. Iš tikrųjų, jeigu 


= к, čia k lt x рё; Е 
a k > 0, tai 2" 29 бойт (coska 


- isinka) = r^ (cos(-ka) + isin(-ka)) = r" + (cos no + isinna). 


505 uždavinys. Pateikite skaičių trigonometrine forma 1) 1 + N3i; 2) 1 + 


Sprendimas. 1) kadangi |1 + МЕҢ = V1+3 = 2, tai cosa = 1 sina = 
- 3 „Todėl 1 + V3i = 2(cosz + isin?). 


33 ү 1. T 2n T 
214 = 1-4 + йїп = + 
a 2 tae ( cos 6) ising 2cos — 12 Dsin т 7 95157 
= 2cos 15, (cos 7. 12 + isin Т). 
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506 uždavinys. Apskaičiuokite Biy. 

Sprendimas. Kadangi (УЗ =i)” = a$ - 1)” = (2(cos(- 2 + 

isin(- Л)))® = 22. (соз(— 197) + isin- 102) = 22. 1+ 31) = 
4 isin( 9» 2” (cos( 3 ) * isin( 3 )) = 2 · ( 2 + 2 i) 
= 2”. (-1 + Vai) ir (1 + i)? = (Ч2(соз® + івіп 1)" = 2". (соѕ5л + 


+ isin5n) = -2", tai S-i» = 2°. (1 30). 


507 uždavinys. Raskite d AE. 
433i 
1 19 + 24k en 19 + Mk : 
Ats as. — (cos ———<— q + isin --— д), čia k = 0, 1,2,3, 4,5. 
и. ш: 89 

Pastaba. Kadangi visų n-ojo laipsnio šaknų iš skaičiaus r(coso. + isinat) 
moduliai lygūs Vr , tai visi jie yra apskritime, kurio centras yra koordinačių 
pradžioje ir spindulys lygus Vr . Šių šaknų argumentai lygūs E š g + 2л ; 
+; 04 in - A todėl šie skaičiai apskritimą dalija į n lygių 
dalių. Vadinasi, n-ojo laipsnio šaknys iš skaičiaus atvaizduojamos taisyklin- 
go n-kampio viršūnėmis. 


508 uždavinys. Išskaidykite daugianarį x^ + 27 tiesiniais daugikliais. 


Sprendimas, x° + 27 = (à + 3° = (à + 3)( - 33 + 9) = @ +3)6 + 
+ G + 9 – 902) = (х + 3)X@2 + 3y - (3x) = ( + 3)@ + 3x + 3) х 


X(x*-3x +3)= x+ NB - B KERUT + 3 + уа _ 3 39» x 


3 – iN3 
xx + ————-). 
«+ 243) 

Tarkime, kad o, Œ» ..., O, - daugianario P(x) = ay" + а"! +... + a, 
šaknys. Тада Р(х) = a(x- a)(x - @.)...(х - а,). Sudauginę šiuos skliaus- 
telius ir sutraukę panašius narius, sulyginam koeficientus prie vienodo x 
laipsnio. Gausime formules, išreiškiančias daugianario koeficientus jo šak- 
nimis. Jos vadinamos Vieto formulėmis. 

a a 
rn = -(0,+0,+...+а,); 2 = 00,005... +a A, 05704... 0, i00; 
a a n 

r» = (G 070, + «үш, +... + 0, y0, 70,); ...; a. = (-1)"a,0....a,. 
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Kai n = 2, gauname žinomas formules. 
Vieto formulės leidžia skaičiuoti daugianario šaknų simetrines išraiš- 
kas, neieškant pačių šaknų. 


509 uždavinys. Apskaičiuokite 5, = x; + 4 + X, ir S, = > XE " l, 


x 
čia x, x, x, - daugianario х? + 2x! — x — 5 šaknys. 


Sprendimas. 5, = x; + X + 4 = (x, + x, + X) - 20e + xy + хх) = 
= (2-2: (1) = 


510 uždavinys. Sudarykite 4-ojo laipsnio lygtį, kurios šaknys yra skaičiai 
ал. 

Sprendimas. Jeigu ax“ + ар? + ax? + ax + а, = 0 — ieškomoji lygtis, 
tai = -(a- o *i-D-0 2 = а: (о) + о L+ а(-1 5) + Cox 
xl + ca) c va . C joan +1-1-1+1- $=- + ly 


= (а: (о) ажа: (0): 4) + 9) Са) = ажо + 


15 =. 1. o d.cb- 
+ аа" Ce) 5 CO) 


Kadangi lygtis turi 4 šaknis, tai a, # 0. Padalije lygtj 18 a, randame 
= x? 2 x2 1 
x эш ud Vir sa m x + 0х + (e - x +C ¿X> + 1. 
Iš čia — Žėri lygtis: 
x! (02 + i -15+1=0; ax – (af + 1) - ох + о? = 0. 


Pateiksime keletą uždavinių, kurių sprendimas уга paveikslėlis, vaiz- 
duojantis tai, ko reikalauja uždavinys. 


511 uždavinys. Plokštumoje atvaizduokite šešis taškus taip, kad bet ku- 
rie trys iš ју būtų lygiašonio trikampio viršūnėse. Ar galima taip išdėstyti : 
septynis ar daugiau taškų? 


512 uždavinys. Ar galima sąsiuvinio lape iškirpti skylę, pro kurią pra- 
lįstų dramblys? 
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513 uždavinys. Daugiakampis tiesiu pjūviu 
padalytas į du trikampius. Kiek viršūnių gali 
turėti šis daugiakampis? 

Sprendimas. Pateiksime tokių daugiakam- 
pių su trimis, keturiomis, penkiomis ir šešiomis 
viršūnėmis pavyzdžių (pav. a, b, c, d). 

Įrodysime, kad uždavinio sąlygos negali ten- 
kinti daugiakampiai, turintys daugiau kaip še- 
šias viršūnes. 

Iš tikrųjų po padalijimo kiekviena daugia- 
kampio viršūnė virsta viena arba dviem trikam- 
pio viršūnėmis. Todėl daugiakampio viršūnių 
skaičius ne didesnis už dviejų trikampių viršū- 
nių skaičių. 


514 uždavinys. Kiek susikirtimo taškų gali 
turėti septynios tiesės, esančios vienoje plokš- 
tumoje? 

Nuoroda. Jeigu tiesės lygiagrečios, tai su- 
sikirtimo taškų skaičius lygus nuliui. Bet kaip iš- 
sidėsčiusių tiesių susikirtimo taškų skaičius lygus 


7:6 _ 
2 = 21. 


515 uždavinys. Įrodykite, kad plokštumą ga- 
lima be persidengimo uždengti duoto iškilojo 
Pav. d) keturkampio kopijomis. 


516 uždavinys. Įrodykite, kad egzistuoja iškilusis penkiakampis, kurio 
kopijomis negalima be persidengimo uždengti plokštumą. 

Nuoroda. Paimsime iškilųjį penkiakampi, kurio trys kampai turi po 100° 
ir du po 120“. Jeigu tarsime, kad šio penkiakampio kopijomis galima už- 
dengti plokštumą, tai kiekvienoje dalies viršūnėje sutaps keli penkiakam- 
pio kampai, kurių suma lygi 360“. 


517 uždavinys. Įrodykite, kad iš atkarpų a, b ir c galima sudaryti tri- 
kampį tik tada, kai yra tokie teigiamieji x y z, kad a = x + y, b = y + z, 
c = x + z. 
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Nuoroda. Bet kokiems trims taškams А, B, С AB + BC 2 AC (lygybė 
gaunama tik tada, kai taškas B yra atkarpoje AC). Jeigu a = x + y, b = 
= y + z, c = x + z, Gia x > 0, y > 0, z > 0, tai a + b = (x + y) + (y + z) = 
= (x + z) + 2y 2х + z = c. Vadinasi, iš atkarpų B 
a, b, c galima sudaryti trikampį. 


x x 
Dabar tarkime, kad АВС - trikampis, kurio / N 8, 
kraštinių ilgiai lygūs а, b, с. Įbrėšime į jį apskri- 4, 
Pažymėsime А,В = ВВ, = x, BC = СС, = А — ——À 
4 


= y, CA = AA, = z. Tada a = x + y, b = y + z, 
c = x + z. 


518 uždavinys. Įrodykite, kad jeigu galima sudaryti trikampį iš atkarpų, 
kurių ilgiai a, b, c, tai galima sudaryti trikampį ir iš atkarpų, kurių ilgiai 
Va , Nb , vc. 


519 uždavinys. ABCD — iškilusis keturkampis, kurio AB + BD < AC + 
+ CD. Įrodykite, kad AB < AC. 


520 uždavinys. Trijų nesusikertančių skritulių centrai yra vienoje tiesė- 
je. Įrodykite, kad jeigu apskritimas liečia visus skritulius, tai jo spindulys 
didesnis už vieno iš skritulių spindulį. 

Sprendimas. 1 būdas. Jeigu bent vienas lietimosi taškas vidinis, tvirti- 
nimas akivaizdus. Tarkim, kad visi lietimosi taškai išoriniai. 

Apskritimų su centrais A, B, C, D 
D spindulius pažymėsime 7, г» rą, [1 
R. Trikampiui ADC galima užrašyti 
AD+DC>AC,ty.R+r, + R + 
+r,>AC>r + 2, + r Iča A Z >=, был C 
R > г,. WE, 

2 büdas. Kampai DBA ir DBC gretutiniai, todél vienas i$ ju bukasis arba 
statusis, t. y. didžiausias atitinkamame trikampyje (DBA arba DBC). Tarkim, 
kad tai yra kampas DBA. Kadangi trikampyje prieš didesnį kampą yra dides- 
nė kraštinė, tai AD > AB, t. y. r, + R > AB» r, + r, Iš ča R > г, 


521 uždavinys. Įrodykite, kad trikampio pusiaukraštinė, kuri yra tarp 
dviejų nelygių kraštinių, su mažesniąja iš jų sudaro didesnį kampą. 
Nuoroda. Trikampyje prieš didesnį kampą yra didesnė kraštinė. 
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522 uždavinys. Lygiakraščio trikampio АВС viršūnės kampas B lygus 
20°. Įrodykite, kad a) AB < 34C; b) AB > 2AC. 


523 uždavinys. Kiekvienoje kvadrato kraštinėje pažymėta po tašką. Įro- 
dykite, kad keturkampio, kurio viršūnė yra šiuose taškuose, perimetras ne 
mažesnis kaip dviguba kvadrato įstrižainė. 

Sprendimas. Padalykime plokštu- 
mą kvadratais ir viename iš jų įbrėžki- 
me keturkampį ABCD. 

Nubrėžkime jo veidrodinius atspin- 
džius tiesių ВВ", CC' ir D'D" atžvil- 
giu. Keturkampio ABCD perimetras 
lygus laužtinės linijos АВС'Р"А"" il- 
giui. Atstumas tarp taškų A ir A'" ly- 
gus dvigubai kvadrato įstrižainei. ABCD perimetras negali būti mažesnis 
už šį atstumą, ką ir reikėjo įrodyti. 


524 uždavinys. Duotoje tiesėje / raskite tokį tašką O, kad skirtumas 
OA – OB būtų didžiausias, čia A ir B - duoti taškai. 

Nuoroda. Išnagrinėkite atvejus, kai taškai A ir B yra vienoje ir priešin- 
gose tiesės / pusėse. 


525 uždavinys. A kaime gyvena 30 mokyklinio amžiaus vaikų, B kaime — 
20, С — 10. Kur reikėtų pastatyti mokyklą, kad suminis mokinių nueitas 
kelias būtų mažiausias? 


526 uždavinys. Turistas yra miške, kurio plotą S sudaro išgaubta figūra. 
Įrodykite, kad turistas iš miško išeiti gali nuėjęs ne didesnį kaip 2175 kelią. 


527 uždavinys. Miške visi medžiai ne žemesni kaip 10 ir ne aukštesni 
kaip 50 metrų. Atstumai tarp bet kokių dviejų medžių ne didesni už jų 
aukščių skirtumą. Įrodykite, kad šį mišką galima aptverti ne ilgesne kaip 
80 m ilgio tvora. 


528 uždavinys. Iškilojo keturkampio kraštinių ilgiai (pagal laikrodžio 
rodyklę) yra a, b, c, d. Įrodykite, kad keturkampio plotas neviršija (а + 
+ by(c + d). 


529 uždavinys. Ar gali trikampio aukštinės santykiauti tarpusavyje kaip 
1:2:3? 
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Sprendimas. Jeigu S — trikampio plotas, kraštinių ilgiai — a, b ir c, tai 
aukštinių ilgiai bus z, 2 ir 2. Todd a: b: c 21: 1: 1. Bet tai 
prieštarauja trikampio nelygybei. Vadinasi, aukštinės taip santykiauti tar- 
pusavyje negali. 

Pastaba. Reikia turėti galvoje, kad jeigu uždavinio sąlygoje yra tipo 
а? + b’, ab ir t.t. išraiškos, tai jį sprendžiant, gali būti surastas plotas. 


530 uždavinys. Trikampis, kurio plotas lygus 1, turi kraštines -a, b ir c 
(a > b > с). Įrodykite, kad b > V2. 


531 uždavinys. Ar gali trikampio, kurio plotas lygus 1, visos kraštinės 
būti ilgesnės už 10007 


532 uždavinys. Ar galima plokštumoje išdėstyti 11 atkarpų taip, kad 
kiekviena iš jų kirstųsi su trimis kitomis? 

Sprendimas. Jeigu toks išdėstymas galimas, tai susikirtimų skaičius lygus 
11:3 = 33. Tačiau čia kiekviena pora suskaičiuota du kartus, nes joje dvi 
atkarpos. Vadinasi, susikertančių atkarpų porų skaičius lygus 33 : 2 = 16,5. 
Gavome trupmeninį (nesveikąjį) skaičių. Todėl toks išdėstymas negalimas. 


Išnagrinėsime keletą uždavinių, kuriems spręsti gali būti panaudotas 
kraštinio principas (jo panaudojimas susijęs su tam tikro ekstremalaus 
objekto parinkimu — pvz., paties didžiausio skaičiaus, paties mažiausio 
kampo ir t.t.), Dirichlė principas (jeigu n narveliuose yra nk + 1 triušių, tai 
kažkuriame narvelyje yra ne mažiau kaip k + 1 triušių), plokštumos dažy- 
mo principas (plokštumos nudažymas N spalvomis suprantamas taip: kiek- 
vienam plokštumos taškui suteiktas numeris nuo 1 iki N; plokštuma nuda- 
žyta gabalais, tai nereiškia, kad yra maži skrituliai arba daugiakampiai, 
visiškai užpildyti vienos spalvos taškais; analogiškai nustatomas tiesės ir 
erdvės nudažymas). 


533 uždavinys. Įrodykite, kad jeigu trikampio visų kraštinių ilgiai nevir- 
šija 1, tai jo plotas ne didesnis kaip 5 А 

Sprendimas. Tegul a ir b — pačios didžiausios trikampio kraštinės. 
Kadangi kampas tarp jų yra prieš trečią mažiausią kraštinę, tai jis neviršija 
60° ir todėl S, < 2 absin60° < З . 
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534 uždavinys. Plokštumoje duota keletas taškų, tarp kurių visi atstu- 
mai skirtingi. Kiekvienas taškas atkarpa sujungtas su jam artimiausiu. Ar 
gali kur nors susidaryti uždaras daugiakampis? 


535 uždavinys. Ant stalo bet kaip guli keletas apvalių monetų. Įrodyki- 
te, kad kaZkuri iš jų liečiasi ne daugiau kaip su trimis kitomis monetomis, 
jeigu jos yra vienodos. 


536 uždavinys. Ar galima plokštumoje išdėstyti 100 atkarpų taip, kad 
kiekvienos atkarpos abu galai būtų kokios nors kitos atkarpos iš šio rinki- 
nio vidaus taškai? 


537 uždavinys. Plokštumoje duota N bet kaip išsidėsčiusių tiesių ir tiek 
pat taškų. Įrodykite, kad ir tieses, ir taškus galima taip sunumeruoti nuo 
1 iki N, kad statmenys, nuleisti iš taškų į tieses su vienodais numeriais, 
nesusikirs. 

Sprendimas. Pradžioje laisvai sunumeruosime tieses. Taškus galima su- 
numeruoti N! būdais. Kiekvienam numeracijos būdui rasime statmenų il- 
gių sumą S ir išrinksime iš jų mažiausią (kraštinio principas). Tai ir bus 
ieškomoji numeracija. Iš tikrųjų, jeigu du statmenys susikerta, tai, sukeitus 
vietomis atitinkamų taškų numerius, mes gausime numeraciją su mažiausia 
S (įrodykite), kas prieštarauja prielaidai. 


538 uždavinys. Plokštumoje duoti keli taškai, taip pat žinoma, kad bet 
kokio trikampio, kurio viršūnės yra tuose taškuose, plotas ne didesnis už 1. 
Įrodykite, kad visus šiuos taškus galima uždengti trikampiu, kurio plotas 4. 


539 uždavinys. Kvadrate 1 x 1 yra 51 taškas. Įrodykite, kad kažkuriuos 
tris iš jų galima uždengti skrituliu, kurio spindulys 1 , 
Sprendimas. Pasinaudosime Dirichlė principu. Padalysime kvadratą į 
25 kvadratėlius, kurių matmenys = х 1 . Tài bus narveliai. Duoti taškai bus 


triušiai. I$ viso jų 51 = 25 - 2 + 1. Vadinasi, kažkuriame narvelyje yra ne 
mažiau kaip trys triušiai, t. y. viename iš kvadratėlių yra ne mažiau kaip 
trys taškai. Lieka įsitikinti, kad kvadratą, kurio kraštinė 1 , galima uždengti 
skrituliu, kurio spindulys i Š 
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540 uždavinys. Įrodykite, kad lygiakraščio trikampio negalima uždengti 
dviem mažesniais lygiakraščiais trikampiais. 
541 uždavinys. Stačiakampyje 3 X 4 yra 6 taškai. [rodykite, kad kažku- 


rie du iš jų vienas nuo kito nutolę ne daugiau kaip Үз. 


542 uždavinys. Įrodykite, kad į dėžutę 3 x 3 negalima be persidengimo 
sudėti 10 vienetinio skersmens monetų. 

543 uždavinys. Stačiakampyje 20 x 25 yra 120 vienetinių kvadratų. 
Įrodykite, kad į stačiakampio vidų galima patalpinti skritulį, nesusikertantį 
nė su vienu iš kvadratų, ir kurio spindulys lygus 1. 


Sprendimas. Pasinaudosime Dirichlé ргіпсіро apibendrinimu (pakan- 
kamai akivaizdus faktas, išplaukiantis i$ nelygybių sudėties): jeigu л skai- 


čių suma lygi S, tai vienas iš šių skaičių ne mažesnis už E (arba ne 
didesnis už $). 


Kiekvienam vienetiniam kvadratui išnagrinėsime figūrą, turinčią šį kvad- 


LN 
44 
LZ 


ratą ir juostelę, kurios plotis I , aplink ji (pav. a). 

Г 
4 

CHI 


Sios figüros plotas lygus 2 + 2 „Dabar paimsime išil- 


gai stačiakampio kraštinės einančią vidinę juostelę, kurios 2 


plotis 3 (pav. b). 

Jos plotas lygus 44. 

Kadangi 20 - 25 = 500, yra 25 
daugiau už 120(2 + 2 + 44, tai 
iš Dirichlė principo išplaukia, kad 
visos šios figūros kartu su juostelė- 
mis neuždengia viso stačiakampio. 
Todėl atsirastų taškas O, nepriklau- 
santis nei vienai iš 120 figūrų, nei 
kraštinės juostai. Vadinasi, skritu- 
lys, kurio spindulys 2 ir centras yra 


а 


Pav. b) 


taške O, visas yra stačiakampio viduje ir nesikerta nė su vienu iš 120 kvadratų. 


544 uždavinys. Įrodykite, kad jeigu kažkokioje planetoje sausuma už- 
ima daugiau kaip pusę jos ploto, tai galima per planetos centrą iškasti tiesų 
tunelį, jungiantį sausumą su sausuma. 


209 


545 uždavinys. Plokštumoje duota 12 nelygiagrečių tiesių. Įrodykite, 
kad kampas tarp kažkurių dviejų iš jų ne didesnis kaip 15 laipsnių. 


546 uždavinys. Tiesės taškai nudažyti dviejomis spalvomis (žr. nudažy- 
mo nustatymą aukščiau). Įrodykite, kad yra du vienos spalvos taškai, tarp 
kurių sveikasis atstumas. 


547 uždavinys. Tiesės taškai nudažyti dviejomis spalvomis. Įrodykite, 
kad egzistuoja atkarpa, kurios galai ir vidurys turi tą pačią spalvą. 

Sprendimas. Paimsime du 
vienos spalvos taškus A ir B ir 
pažymėsime taškus X, Y, Z taip, 
kad A būtų atkarpos XB vidurio taškas, Y — atkarpos AB vidurio taškas, 
B — atkarpos AZ vidurio taškas. 

Jeigu bent vienas iš taškų X, Y, Z turi tą pačią spalvą, kaip A ir B, tai 
mes gausime reikiamą trejetą. Jeigu jie visi skirtingų spalvų, tai jie patys 
sudaro ieškomąjį taškų trejetą. 


X y z 
A B 


548 uždavinys. Plokštumos taškai nudažyti dviejomis spalvomis. [rody- 
kite, kad a) yra du vienodos spalvos taškai, tarp kurių 1 metro atstumas; 
b) yra lygiakraštis trikampis, kurio viršūnės yra vienos spalvos. 


549 uždavinys. Plokštumos taškai nudažyti penkiomis spalvomis. Įrody- 
kite, kad egzistuoja stačiakampis, kurio viršūnės yra vienos spalvos. 

Nuoroda. Išnagrinėkite 96 taškus, kurie yra stačiakampio 5 x15 garde- 
lių viršūnės. Tada kiekvienoje šių taškų vertikalioje eilėje yra du vienos 
spalvos taškai, o tokių eilių iš viso 16, t. y. daugiau negu visų galimų porų 


skaičius iš šešių horizontalių eilių, m = 15. 


550 uždavinys. Plokštumoje duota 1000 taškų. Įrodykite, kad yra tokia 
tiesė, kurios abiejose pusėse būtų po 500 taškų. 


551 uždavinys. Įrodykite, kad skrituliai, kurių skersmenys lygūs iškilojo 
keturkampio kraštinėms ir nubrėžti ant jo kraštinių, dengia visą keturkampjį. 


552 uždavinys. Figūra F plokštumoje vadinama iškiląja, jeigu bet ko- 
kius du jos taškus A ir B jungianti atkarpa AB visiškai priklauso figūrai F. 
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Irodykite, kad a) bet koks trikampis — iškiloji figūra; b) baigtinė taškų 
aibė M plokštumoje gali būti iškiloji, tik jeigu M sudaro vienas taškas; 
с) keturkampis yra iškiloji figūra tik tada, kada visi jo kampai mažesni už 
išskleistą; d) daugiakampis yra iškiloji figūra tik tada, kada visi jo kampai 
mažesni už išskleistą. 


553 uždavinys. Plokštumoje duoti penki taškai, jokie trys iš jų nėra vienoje 
tiesėje. Įrodykite, kad kažkurie keturi iš jų sudaro iškiląjį keturkampį. 


554 uždavinys. Plokštumoje duoti du nesusikertantys trikampiai. Įrodyki- 
te, kad yra tokia tiesė, kurios atžvilgiu šie trikampiai yra skirtingose pusėse. 

Nuoroda. Paimsime trikampius ABC ir XYZ. Jeigu tiesė AB kerta ant- 
rojo trikampio kraštinę XY, tai išnagrinėsime tiesę XY. Ji negali kirsti kraš- 
tinės AB. Tarkime, kad ji kerta kraštinę BC. Bet tuomet tiesė BC dalija 
mūsų trikampius. 


555 uždavinys. (Helli teorema tiesei.) Tiesėje duotos kelios atkarpos, bet 
kurios dvi iš jų susikerta. Įrodykite, kad visos atkarpos turi bendrą tašką. 

Sprendimas. Pritaikysime kraštinio y ë K X 
principą. Visus atkarpų kairiuosius ga- || | | о ооо S 
lus nudažysime mėlynai, o visus dešiniuosius galus — raudonai. 

Išnagrinėsime patį dešinįjį mėlyną tašką C — atkarpos CX kairysis ga- 
las ir patį kairįjį raudoną tašką K — atkarpos ҮК dešinysis galas. Kadangi 
šios dvi atkarpos pagal sąlygą turi susikirsti, tai taškas C turėtų būti kairiau 
taško K (arba sutapti su juo). Todėl visa atkarpa CK (arba vienas taškas) 
yra kiekvienoje mūsų rinkinio atkarpoje AB, kadangi kiekvienas atkarpos 
CK taškas yra kairiau taško B ir dešiniau taško A. 


556 uždavinys. (Helli teorema plokštumai.) Plokštumoje duotos kelios 
iškilosios aibės, bet kokios trys iš jų turi bendrą tašką. Įrodykite, kad visos 
aibės turi bendrą tašką. 

Sprendimas. Pradžioje tarkime, kad šių ai- 
bių yra tik keturios. Sunumeruosime jas A,, A,, 
Аз, A,. Kadangi bet kokios trys iš jų susikerta, 
tai yra taškai Р, Pi% Pio Р, priklausantys 
atitinkamoms trims aibėms. Yra du (pav. a, b) 
šių keturių taškų išdėstymo būdai (trikampio 
viduje galima paimti bet kokį tašką iš keturių). 


Ра a) keturkampio įstrižainių susikirtimo taškas P 
priklauso visoms keturioms aibėms A,, А„ A,, A,. 

b) bendras visų keturių aibių taškas yra taš- 
kas Р: pagal brėžinį jis priklauso aibéms A,, 
Азу А, o priklausomybė aibei A, išplaukia iš to, 
kad trikampio, kuriame yra šis taškas, viršūnės 
priklauso aibei A,. Vadinasi, ir visas trikampis 
dėl jo iškilumo yra aibėje А. 

Dabar pereisime prie aibių А, A, ..., Aj. Išnagrinėsime N-1 aibę An Ap, 
АА, - Ay Ay. Panaudodami tai kas buvo pasakyta anksčiau, ir 
taikydami matematinės indukcijos metodą, įsitikinsime, kad ir šioms N-1 
aibėms įvykdoma НеШ teoremos sąlyga. Vadinasi, jos turi bendrą tašką. 


Ро 
Рау. Б) 


557 uždavinys. Plokštuma uždengta dvidešimčia pusplokštumių. Įrody- 
kite, kad kažkurios trys iš jų visiškai uždengia plokštumą. 

Nuoroda. Pasinaudokite matematinės indukcijos metodu, laikant, kad 
pusplokštumių ne 20, o n. 


558 uždavinys. (Jungo teorema.) Plokštumoje duoti keli taškai, tarp bet 
kurių dviejų iš jų atstumas ne didesnis už 1. Įrodykite, kad visus šiuos 
taškus galima uždengti skrituliu, kurio spindulys Б š 

Sprendimas. Galima įrodyti (atlikite tai), kad trikampį, kurio kraštinių 
ilgiai ne didesni už 1, galima uždengti skrituliu, kurio spindulys Б s 


Dabar kiekviena duotajj ta$ka pakeisime skrituliu, kurio spindulys 5 ir 


centras tame taške. Tada iš to, kas buvo pasakyta, išplaukia, kad bet kokie 
trys tokie skrituliai susikerta. Naudojant Helli teoremą, gauname, kad visi 
šie skrituliai turi bendrą tašką P. Lieka tik paimti skritulį, kurio spindulys 
Б ir centras tame bendrame taške P, ir jis uždengia visus duotus taškus. 


559 uždavinys. Koks didžiausias galimas smailių kampų kiekis iškilaja- 
me daugiakampyje? 

Nuoroda. Įvertinkite, kad п — daugiakampio visų priekampių suma 
lygi 360°. 

Atsakymas. Trys. 

560 uždavinys. Įrodykite, kad iškilajame penkiakampyje bus trys įstri- 
žainės, iš kurių galima sudaryti trikampį. 
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561 uždavinys. Įrodykite, kad bet kokiame n-kampyje (n > 3) bus įstri- 
žainė, visa jame esanti. 


562 uždavinys. Nesusikertančios įstrižainės n-kampį dalija į trikampius, 
be to, kiekvienoje viršūnėje sueina nelyginis skaičius įstrižainių. Įrodykite, 
kad n dalijasi iš 3. 


563 uždavinys. Keturkampyje įbrėžtas apskritimas. Įrodykite, kad tie- 
sės, einančios per apskritimo ir keturkampio priešingų kraštinių lietimosi 
taškus, ir abi keturkampio įstrižainės susikerta viename taške. 


564 uždavinys. Kokiems natüriniams n egzistuoja iškilieji n-kampiai, 
kurių įstrižainės tarpusavyje lygios? 


565 uždavinys. Kvadrato viršūnės su kraštine a yra skritulių, kurių spin- 
duliai a, centrai. Raskite šių skritulių bendros dalies plotą. 


566 uždavinys. Trikampyje ABC raskite aibę taškų P, tenkinančių lygybę 
Saro + Spec = Sare- 

Nuoroda. Aukštinė, išvesta iš taško P į AB, lygi pusei aukštinės, išvestos 
iš taško C į AB. 


567 uždavinys. Per tašką P, esantį lygiagretainio ABCD plokštumoje, 
išveskite tiesę, dalijančią šį lygiagretainį į dvi lygiaplotes dalis. 


568 uždavinys. М ir P — lygiagretainio ABCD kraštinių AD ir DC vidiniai 
taškai. Atkarpos MC ir PB susikerta taške K. Raskite santykį BK : KP. 


569 uždavinys. Ar galima padaryti taisyklingame tetraedre skylę (nebü- 
tinai apvalią), per kurią pralįstų toks pat tetraedras? 

Pastaba. Šio uždavinio sprendimui pateiksime uždavinį: ar galima erd- 
vėje išdėstyti du taisyklingus tetraedrus taip, kad projektuojant juos tam 
tikroje plokštumoje, vieno tetraedro projekcija būtų visa kito tetraedro 
projekcijos viduje? 


570 uždavinys. Išskaidykite dauginamaisiais antrojo laipsnio homogeni- 
nį daugianarį ax! + by + су? (a s 0). 

Sprendimas. Pažymėsime J" t. Tada ax“ + bxy + су =y. (ay + 
+0) + с) = y (af + bt + c) = a^ (I1) h) = a(y - ty) - ty) = 
= a(x - ty)(x — ty); čia t, ir t, — trinario af“ + bt + c šaknys. 
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Pavyzdžiui: 15x — 11лу + 2y = 15(х – 2) 2. i») = (5x — 2y)(3x - y). 

Pastaba. Lygtis au + bv = 0 vadinama pirmojo laipsnio homogenine 
lygtimi (atžvilgiu u ir v), аи? + buv + cv = 0 — antrojo laipsnio, au“ + 
+ bu'v + сиу? + dy = 0 — trečiojo ir t. t. 

Dalijant abi k-ojo laipsnio lygties puses iš v“, gausime lygtį su vienu 
nežinomuoju t = S. Žinoma, atskirai reikėtų išnagrinėti atvejį, kai v = 0. 


571 uždavinys. Išspręskite lygtį: 
1) (2 -x + 3) -3 -x + 3) (2 — x + 2) + 2(2 — x + 2) = 0; 


2у(^#1 + x+1 „1х-2 ү 
ATL x-4 FTTH 


Nuoroda. 2) lygtis homogeniška atžvilgiu u = rh l ir y = 2—2. 
572 uždavinys. Išspręskite lygtį |5x – 3| = 2. 
Sprendimas. Sprendžiant lygtis su moduliu, dažniausiai naudojamasi 
modulio apibrėžimu. Kartais būna patogu tokią lygtį pakelti kvadratu: 
(5х2 – 3) = 22, Iš čia (57-37 – 22 = 0; (5 - 5)(5х°- 1) = 0. х, = +1, 


a 5 
Xx = + —. 


Pastaba. Atkreipkite dėmesį į lygtį u'(x) = v'(x): ją geriau spręsti ne 
traukiant šaknį, o viską perkeliant į vieną pusę: u'(x) - у(х) = 0; (u(x) - 
- v): (u(x) + убо) = 0. 

Taip pat reikia atsiminti, kad sandauga bus lygi nuliui, jeigu bent vienas 
daugiklis lygus 0, o kiti daugikliai yra apibrėžti. 


573 uždavinys. Išspręsti nelygybes: a) (x - 1): Vx? — x- 2 > 0; 
EETEHI ETETE 
2x + 5 x+ 4 

с) Vx? + 6х5 > 8 – 2х; 

d) (2 + x +1) < 1. 

Atsakymas. a) -1 ir intervalas [2; +оо); b) 3 ir intervalas [-2; -1]; 
с) (3; 5]; d) (—; -1). 

Pastabos. 1) sprendžiant nelygybes, reikia atsiminti, kad sandauga ne- 
teigiama yra tik tada, kai nelyginis jos daugiklių skaičius yra neteigiamas, 
o likusieji daugikliai — neneigiami, sandauga neneigiama yra tik tada, kai 
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lyginis jos daugiklių skaičius yra neteigiamas, o likusieji daugikliai — ne- 
neigiami. 

2) sprendžiant nelygybes intervalų metodu kairiąją nelygybės pusę rei- 
kia užrašyti tokiu pavidalu: (x —x,)" - (x —x;)" <..." (x -x,)“, čia k, gali turėti 
ir neigiamas reikšmes. Ši išraiška bus teigiama pačiame dešiniajame inter- 
valo krašte. Einant iš dešinės į kairę ir pereinant tašką x;, išraiška keičia 
ženklą, kai k; nelyginis, ir nekeičia, kai К, lyginis. 

3) atminkite: kelti nelygybę kvadratu negalima, esant toms nežinomojo 
reikšmėms, kai bent viena iš nelygybės pusių yra neigiama. 

4) laipsnines nelygybes (ir lygtis), kuriose pagrindai ir rodikliai yra ne- 
žinomojo funkcijos, priimta laikyti apibrėžtomis tik esant tokioms nežino- 
mojo reikšmėms, kai pagrindai teigiami. 


574 uždavinys. M ir N — du skirtingi taškai, esantys vienoje pusplokš- 
tumėje, turinčioje kraštinę liniją AB. Raskite tokį tašką P, esantį AB, kad 
suma MP + NP būtų mažiausia. 

Pastaba. Šio uždavinio sprendimas buvo rastas dar pirmame mūsų eros 
amžiuje Herono Aleksandriečio, kuris nustatė, kad šviesos spindulio kelias 
nuo taško A iki taško B, atsispindint nuo veidrodžio taške C, yra trumpiau- 
sias atstumas nuo A iki B per veidrodžio plokštumą (tai, kad atspindžio 
kampas lygus kritimo kampui, buvo nustatyta dar anksčiau). 


575 uždavinys. Duotas smailiakampis trikampis ABC, kuriame AP, BO, 
CR — aukštinės. Įrodykite, kad trikampio POR perimetras mažiausias ly- 
ginant su kitų įbrėžtų trikampių perimetrais. 

Sprendimas. Kadangi ZORB = ZOPB = 90°, tai apie keturkampį BPOR 
galima apibrėžti apskritimą. B 

Kampai OBP ir ORP lygūs, kaip įbrėžtiniai 
kampai, kurie remiasi į tą patį apskritimo lan- 
ką. Trikampis СВО status, todėl 2РВО = 90° – 
- ZBCQ. Kadangi ZPRO + РЕВ = 90°, tai P 
ZACB = ZPRB. A 

Pakartoję šiuos samprotavimus keturkampiui 2 С 
AQOR, gausime: ZARQ = ZACB. 

Taškai P ir O priklauso vienai pusplokštumei, turinčiai kraštinę liniją 
AB, todėl atstumų ОК ir RP suma bus mažiausia tik esant sąlygai, kad OR 
ir RP sudaro lygius kampus su AB (išplaukia iš ankstesnio uždavinio). 
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Jeigu trikampis POR yra uždavinio sprendinys, tai taškas R minimizuo- 
ja sumą OR + RP, todėl ZQRA = “РЕВ. Taškai P ir О minimizuoja sumas 
RP + OP ir QR + ОР, todėl ZRPB = ZQPC ir ZAQR = “СОР. Jeigu 
taškai P O, R yra trikampio aukštinių pagrindai, tai nurodytos kampų ly- 
gybės tenkinamos. 

Pastaba. Šią uždavinių minimizacijos problemą ištyrė vokiečių geomet- 
ras Jakobas Šteineris XIX a. pradžioje. 


576 uždavinys. Plokštumoje, apibrėžiamoje taškais 4, B, C, raskite tokį 
tašką D, kurio atstumų nuo taškų A, B ir C suma būtų minimali. 

Sprendimas. Pradžioje pažymėsime, kad jeigu taškai yra vienoje tiesė- 
je, sprendimas akivaizdus — minimalų ilgį turi atkarpa, jungianti krašti- 
nius taškus. 

Trikampiui АВС galimi du atvejai: 

1) kiekvienas jo kampas mažesnis už 120°; 

2) vienas jo kampas ne mažesnis už 120°. 

Kad sudarytume minimalų tinklelį, pakanka rasti vadinamąjį E. Toričeli 
tašką ir sujungti jį su taškais A, B ir C. Toričeli tašku vadinamas toks 
taškas, kurio atstumų nuo duotų trijų plokštumos taškų suma minimali. 

Įrodysime, kad E. Toričeli taškas — tai plokštumos taškas D, iš kurio 
kiekviena iš trijų atkarpų AB, BC ir СА matoma kampu 120° (pav. a). 

Iš taško С, kaip iš centro, nubrėžiame apskritimą spinduliu CD (pav. b). 

В Taškas D turi būti tokioje apskritimo vietoje, kad 
suma DA + DB būtų mažiausia. Pagal 575 uždavinį 
taško D padėtis apskritime nustatoma taip: atkar- 
pos DA ir DB turi sudaryti vienodus kampus su ap- 
skritimo liestine, išvesta per tašką D. 

Kartojant šiuos samprotavimus taškams A ir B, 
A C gauname, kad atkarpų AD, BD ir CD viena su kita 
Pava) sudaryti kampai turi būti tarp savęs lygūs, t. y. kiek- 

vienas i$ jų turi būti lygus 120°. 

Įrodydami mes paėmėme atvejį, kai taškai A ir B 
yra apskritimo išorėje. Bet pasirodo, kad kitaip ir 
negali būti: jeigu, pavyzdžiui, taškas A būtų apskri- 
timo viduje, tai AC < CD ir, esant bet kokiam taškų 
A, B, D išsidėstymui, gauname, kad AD + BD 2 AB 
т AD + BD + CD > AB + AC. Iš čia seka, kad 
Pav. b) minimalią reikšmę suma AD + BD + CD įgyja esant 
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sąlygai, kad taškas D turi sutapti su tašku А. Bet tai prieštarauja mūsų prie- 
laidai. Todėl taškas A turi būti apskritimo išorėje. 

Vadinasi, kad surastume tašką D, kiekvienoje trikampio ABC kraštinėje 
brėžiame segmentą, talpinantį 120° kampą. Segmentų lankų susikirtimo 
taškas ir yra ieškomasis taškas D. 

Dabar išnagrinėsime atvejį, kada vienas trikampio ABC kampas, pavyz- 
džiui A, ne mažesnis kaip 120°. Šiuo atveju E. Toričeli taškas yra pati 
viršūnė A. 

Pastaba. Literatūroje (žr. [2]) yra ir kiti taško D žymėjimo ir atvaizda- 
vimo būdai: smailiakampio trikampio atveju taškas D vadinamas J. Šteine- 
rio tašku, o jo atvaizdavimo metodika vadinama E. Toričeli procedūra. 


577 uždavinys. Nurodykite tokį trikampį ABC, kurio plotas S ir kraštinė 
AC, kad dviejų kitų trikampio kraštinių ilgių suma būtų mažiausia. 

Nuoroda. Randame trikampio ABC aukštinę A ir atstumu A nuo AC 
išvedame tiesę MN || AC. Tiesėje MN reikia rasti tokį tašką B, kad suma 
AB + BC būtų mažiausia. Turi būti: АВ = BC. 


578 uždavinys. Išspręskite lygtį V2x + 1 + V6x+1= N2x - 1. 
Nuoroda. Lygtį pakelkite kubu. 
Atsakymas. -0,5. 


579 uždavinys. Išspręskite nelygybę Ax - 1- N1 - i > xl я 


Nuoroda. Sudarykite funkciją f(x), lygią nelygybės kairiosios іг dešinio- 
sios dalių skirtumui, ir nustatykite, kada f(x) > 0. 


Atsakymas. x e (1; lt Sy LESE. +оо). 


580 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu: 1 + x 


Atsakymas. Kai a # -3, a +0, a + 1, x = 2-7; Кайа = -3, a = 0, 


а = 1 — sprendiniy néra. 


581 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu: ax + 1 > 3(2a - x). 


Atsakymas. Kai a = -3, x e R; kai a < —3, x < B= kai a > -3, 


ба – 1 
АРЕ 
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Жр; 

582 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu: —Ž— - —Z1— = B 
x-m x+ т x-m 
Atsakymas. Kai m + 0, x, = 3m, х, = -2m; kai m = 0 — šaknų nėra. 


2 


2 
583 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu: x- 2x - = +m+1>0. 
Atsakymas. Kai m > 0, x e (—o; m)U(m +1; +); kai m < 0, xe (m; m + 1). 


584 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu: Ү2х +1- -1 = a. 

Nuoroda. Įvesti pažymėjimą X-1- y. 

Atsakymas. Kai а є [V1,5; УЗ], х = 322 - 2 + 222a? - 3; kai a e (3; +), 
x = За? - 2 + 2aV2a?-3; kai a e (-; N1,5) — šaknų nėra. 


585 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu: V2x + 1- Nx -1 < a. 

Nuoroda. Pažymėjus y = vx 1 , išspręskite nelygybę V2y?+3 < a + y. 

Atsakymas. Jeigu а > УЗ, tai x = [1; За? — 2 + 2aN2a2- 3); jeigu 
V15 <a < V3, tai x e (3a7 - 2 - 24242-3; За? — 2 + 2aV2a2—3); jeigu 
a < VIS, tai sprendinių nėra. 


586 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu: a“ - a^ = 2с. 
Atsakymas. Kai a = 1 ir c = 0, x e R, kai a > 0 (a + 1), x = log,(c + 
+ Vc?+1); kai a = 1 ir с # 0 — sprendinių nėra. 


587 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu: a^^" < a“. 
Atsakymas. Jeigu a > 1, tai x € (-1; 2); jeigu 0 < a < 1, tai 
x € (ә; -1)U(2; +оо); jeigu a = 1, tai sprendinių nėra. 


588 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu: 2tg(ax - 4) < b. 
Atsakymas. Kai a > 0, 14- 2 + Кл) < x < 14 + arctg 5 + kn); kai 


a <0, (4+ arctg Ë + kn) S x < l(4- E + kn); kai a = 0 ir b > 24, xe R. 


589 uždavinys. Raskite tokias a reikšmes, kurioms esant lygtis х|х + 
+ 2a| + 1- a = O turėtų vienintelį sprendinį. 
Atsakymas. a < 0,5(N5 - 1); a > 1. 


590 uždavinys. Raskite tokias parametro a reikšmes, kurioms esant 
visos lygčių x^ + 3x + 2a = 0 ir x? + бх + 5а = 0 šaknys būtų skirtingos 
ir tarp dviejų šaknų vienos iš lygčių būtų tik viena kitos lygties šaknis. 

Atsakymas. 0 < a < 1. 
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591 uždavinys. Raskite parametro a visas reikšmes, kugipms esant lyg- 
ties х? — 2(a — 2)х + За + а? = 0 šaknys mažesnės už -1. 


Atsakymas, а < 53.387, 081-8 < as. 


592 uždavinys. Du sidabro ir vario lydiniai turi vienodą masę. Kiekvie- 
nas iš jų sulydomas su vario kiekiu, kuris yra kitame. Taigi gaunami du 
nauji lydiniai, kurių masių santykis lygus 6 : 7, o prabų santykis 7 : 8 
(lydinio praba yra tauriojo metalo masės santykis su bendra lydinio mase). 
Kokia kiekvieno lydinio pradinė praba? 

Atsakymas. 0,6; 0,8. 


593 uždavinys. Iš miestų A ir B, tarp kurių 180 km atstumas, vienu 
metu vienas prieš kitą išvažiavo du traukiniai. Po jų susitikimo traukinys, 
išvažiavęs iš miesto A, atvažiuoja į miestą B per 2 valandas, o kitas į miestą 
A atvažiuoja per 4 valandas 30 minučių. Raskite kiekvieno traukinio greitį. 

Nuoroda. Jeigu x ir y — sąlyginiai greičiai, / — traukinių judėjimo laikas 
iki susitikimo, tai tx + ty = 180; = 2; Е = 2 . 

Atsakymas. 36 km/h; 24 km/h. 


594 uždavinys. Brigada gamybinę užduotį įvykdydavo 9876. Kiekvieno dar- 
bininko išdirbio padidinimas Е lyginant su planiniu leido, išlaisvinus 3 žmo- 
nes kitiems darbams, įvykdyti užduotį 132%. Kiek žmonių buvo brigadoje? 

Nuoroda. Jeigu x — darbininkų skaičius, y — pradinis kiekvieno darbi- 
ninko išdirbis, tai ху = 98; (x - 3)(у + x -100) = 132. 

Atsakymas. 14 žmonių. 


595 uždavinys. Keliais būdais galima paskirstyti 10 vienodų dovanėlių 
6 vaikams taip, kad kiekvienas vaikas gautų nors po vieną dovanėlę? 

Sprendimas. Ieškomas būdų skaičius lygus 4 dovanėlių paskirstymo 6 
vaikams būdų skaičiui. Skaičių 4 galima išskaidyti taip: 4; 3 + 1; 2 + 2; 
2+1+1;1+1 + 1 + 1. Jeigu keturias dovanéles mes duodame vienam 
vaikui, gauname 6 variantus. Jeigu 3 dovanėles duodame kiekvienam iš 6 
vaikų, o paskutinį — kiekvienam likusiam iš 5 vaikų, gausime dar 30 
variantų. Išskaidymas 2 + 2 duoda 8-3 = 15 variantų. Išskaidymas 2 + 


219 


+ 1 + 1 duoda 523-4 = 60 variantų. Išskaidymas 1 + 1 + 1 + 1 duoda 
ES = 15 variantų. Bendras būdų skaičius lygus 6 + 30 + 15 + 
+ 60 + 15 = 126. 


596 uždavinys. Keliais būdais galima paskirstyti 3 vienodas žaislines 
mašinėles ir 5 vienodas lėles 7 vaikams taip, kad kiekvienas vaikas gautų 
nors po vieną žaisliuką? 

Atsakymas. 287 būdai. 


597 uždavinys. Raskite stačiojo trikampio smailiuosius kampus, jeigu jo 
kraštinės sudaro a) aritmetinę progresija; b) geometrinę progresiją. 

Nuoroda. a) jeigu а, b, c, a < b < c — trikampio kraštinės, а — kampas 
prie a, tai c — b = b-a,c- сѕіпа = csing - ccosa, 1 + cosa = 2sina. 


Atsakymas. a) 2arctg2; 2 — 2атсір2; b) arccos Sz 1; arcsin Su 


598 uždavinys. Pagal trapecijos ABCD pagrindus a ir b raskite tiesės, 
esančios tarp šoninių kraštinių ir išvestos lygiagrečiai pagrindams per įstri- 
žainių susikirtimo tašką O, atkarpos EF ilgį. 

Nuoroda. A4OB—ACOD, todėl АО: AB = ОС: DC. Jeigu šį santykį 
pažymėtume k, tai AO = ka, OC = kb ir AC = AO + OC = k(a + b). 


ОЕ _ АО _ Ка а ; -ab 
d 285 AU шы „МЕ = E: NN = logišk 
Kadangi 5 OC“ а +B = 5 tai OE + p Analogiškai 
ОЕ = 9 | 

a+b 


2ab 
At З ; 
sakymas SE 


599 uždavinys. Raskite kvadrato, įbrėžto į statųjį trikampį su statiniais 
air b taip, kad dvi jo viršūnės būtų įžambinėje, o dvi kitos — statiniuose, 
kraštinės ilgį. 

Atsakymas. —4B1a“ + b^. 


ab+a +b 


600 uždavinys. Plokštumoje atvaizduokite aibę taškų M(x; y), kuriems 
Ix + y| 2, x! + y! < 2(1 + x + y), ir apskaičiuokite јо plotą. 
Atsakymas. 21. 
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601 uždavinys. Kuris iš skaičių 5%, 6", 7“, 8" pats didžiausias? 

Nuoroda. Pradžioje palyginkite skaičius 5“ ir 6", ir įsitikinkite, kad 
6" > 5* Paskui įrodykite, kad 7° > 6”. Lieka palyginti 7? ir 8”. 

Atsakymas. 7“. 

602 uždavinys. Kuris skaičius didesnis: A = 1" + 2" +3™ +... +99™ 
аг B = 100^? 

Atsakymas. B. 


603 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą 

@* + yx- у) = 447, 

xy(x - y) = 210. 

Nuoroda. Padarykite pakeitimą xy = u ir x — y = v. 
Atsakymas. (10; 7), (-7; -10). 


604 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą 
д?” + у” = 4, 
log,x - log,y = 1. 


Atsakymas. d р, (8; 2). 


605 uždavinys. Įrodykite nelygybę: 
log,5 + log,6 + log,7 + log;8 + log,4 > 5. 


606 uždavinys. Tarkime, kad f(x) — didėjanti (mažėjanti) funkcija ir a — 
realusis skaičius. Tada lygtis f(x) = a turi ne daugiau kaip vieną šaknį. 
Įrodykite. 

Nuoroda. Panaudokite prieštaros metodą. 


607 uždavinys. Išspręskite nelygybę log, „x < -1. 
Atsakymas. (0; E Ši iri 


608 uždavinys. Tarkime, kad f,(x) ir f(x) — vienoje ir toje pačioje skai- 
čių aibėje apibrėžtos funkcijos, ir а — teigiamas skaičius, a # 1. Tada lygtys 
f(x) = Љо) ir а'® = a^? lygiareikšmės (t. y. jų sprendinių aibės sutampa). 
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609 uždavinys. Tarkime, kad f,(x) ir f(x) — toje pačioje skaičių aibėje 
apibrėžtos funkcijos, įgaunančios tose aibėse tik teigiamas reikšmes, ir a — 
teigiamas skaičius, a + 1. Tada lygtys f (x) = fŒ) ir log, f(x) = log, hæ) — 
lygiareikšmės. 

Pastabos. 1) Sprendžiant du paskutinius uždavinius pakanka patikrinti, 
ar pirmosios lygties šaknys yra antrosios lygties šaknys ir atvirkščiai. 

2) suformuluokite ir įrodykite panašius teiginius nelygybėms, atskirai 
išnagrinėję atvejį, kai a > lir 0 < a < 1. 


610 uždavinys. Išspręskite lygtis: 
a) (pomo + 6 _ 4 = 0; 


4176-2 
b) arcsin(lgx) = 0; 
с) Ig(arcsinx) = 0. 


611 uždavinys. Išspręskite nelygybes: 
ү 


а) sin|lgx| + cos|lgx| > EX 


b) arcsin(lgx) > 0. 

612 uždavinys. Taškas М dalija atkarpą AB santykiu АМ: MB = I: k. 
Išskaidykite vektorių ОМ vektoriais OÀ ir OB, čia O — bet koks taškas. 

Sprendimas. Išskaidyti vektorių c vektoriais 2 ir b — reiškia pateikti 
ji C = ха + yb pavidalo. Jeigu taškas C yra tiesėje AB, tai AÓ = к. AB. 
Jeigu taškas M dalija atkarpą AB santykiu АМ: MB = I: k, tai k ‚АМ = 
= 1: MB (k > 0, I > 0). Iš paskutiniosios lygties gauname: (ОЙ - ОД) = 
EE EAE, 
k+l k+l 

Pastabos. a) iš išvestos formulės galima gauti (įsitikinkite tuo): 

1) jeigu M — atkarpos АВ vidurio taškas, tai bet kuriam taškui О 
ОМ = koi + ОЁ). 

2) jeigu M — trikampio ABC pusiaukraštinių susikirtimo taškas, tai bet 
kuriam taškui O OM = koi + OB + ОС). 

b) Zr. 279 uždavinį. 

Apibrėžimas. Taškas M vadinamas taškų A,, A,, ..., A, sistemos centroi- 
du, jeigu MA, + MA, +... + МА, = 0. (1) 
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= (OB - ОМ); (k + DOM = k: ОА + 1: OB; ОМ = 


Akivaizdu, kad taško centroidas sutampa su pačiu tašku; atkarpos АВ 
vidurio taškas M yra taškų A ir B centroidas, kadangi MA + MĖ = 0. 

Jeigu O — bet koks taškas, tai iš (1) gauname: (ОА, - OM) + (ОА, - 
- ОМ) + ... + (QÀ, - ОМ) = 0; ОА, + OA, +... + OA, -n: OM =; 
ОМ = ОА, + ОА, + .. + ОА). (2) 

I$ formulės (2) išplaukia, kad bet kokia taškų sistema turi vienintelį 
centroidą. (Žr. 6 sk.) 


613 uždavinys. Jeigu M, — k taškų A,, A,, ..., A, sistemos centroidas, 
M, — l taškų В|, B,, ..., B, sistemos centroidas ir šios sistemos neturi bendrų 
taškų, tai šių k + I taškų sistemos centroidas yra atkarpos МҮМ, taškas M, 
kuris ją dalija santykiu ММ: MM, = 1: К. 


Sprendimas. Jeigu taškas M ai M.M, dalija santykiu /: k, tai 
k- MM = 1: MM, Iš čia k(OM - OM.) = (OM, - ОЙ); (k + DOM = 
= |: OM, + k: ОЙ: OM = —— OM, + — OM. 

kl ki 


Kadangi pagal formule (2): OM, = 404, + ОА, +... + OA) ir OM, = 


= 1006, + OB, +... + OB), tai ОМ = —— (ОА, +... + ОА, + OB, + 
l kl 


+ .. + OB). О tai ir reiškia, kad taškas M yra nurodytos k + | taškų 
sistemos centroidas. 

Pastaba. Panaudodami įrodytą principą, įrodykite žinomą planimetrijos 
teoremą: trikampio pusiaukraštinės susikerta viename taške ir tas taškas 
jas dalija santykiu 2 : 1, atskaitant nuo viršūnės (šis taškas yra trikampio 
centroidas) (žr. 64 uždavinį). 


614 uždavinys. Keturkampyje atkarpos, jungiančios priešingų pusių vi- 
durio taškus, ir atkarpa, jungianti įstrižainių vidurio taškus, susikerta vie- 
name taške, kuris šias atkarpas dalija pusiau. 

Nuoroda. Įrodykite, kad visos trys atkarpos eina per keturkampio cen- 
troidą, kuris jas dalija pusiau. Norint rasti keturkampio centroidą galima 
suskirstyti jo viršūnes į dvi grupes. Jeigu į vieną grupę patenka keturkam- 
pio vienos kraštinės galai, tai kitoje grupėje atsiras priešingos kraštinės 
viršūnės. Keturkampio centroidas priklauso atkarpai, jungiančiai kiekvie- 
nos grupės centroidus, ir dalija šią atkarpą santykiu 2 : 2, t. y. pusiau. 

Pastaba. Žr. 283 uždavinį. 
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615 uždavinys. Tetraedre trys atkarpos, jungiančios priešingų briaunų 
vidurio taškus, ir keturios atkarpos, jungiančios tetraedro viršūnes su prie- 
šingų sienelių centroidais, susikerta viename taške, be to, pirmas tris atkar- 
pas šis taškas dalija pusiau, o paskutines keturias atkarpas šis taškas dalija 
santykiu 3 : 1, atskaitant nuo viršūnės. 


616 uždavinys. Duotas taškas M, tiesė | su krypties vektoriumi a', taškas 

A, priklausantis tiesei /, AM = т. Raskite atstumą nuo M iki tiesės I. 
M Sprendimas. Jeigu N — ortogonalioji taško M 
projekcija į tiesę I, tai MN = AN -AM = x8 - т. 
Koeficientą x randame iš vektorių а ir MN 
t H statmenumo sąlygos: 2 (xa — т) = 0. IMN| = 


à М = Nez - my. 


617 uždavinys. Plokštumoje o duoti nekolinearieji vektoriai a ir b, ir 
taškas А. Taškas M nėra plokštumoje o, AM = лї. Raskite atstumą nuo 
taško M iki plokštumos a ir kampą tarp tiesės AM ir plokštumos 2 

M Sprendimas. Atidėsime vektorius aib 


Žas nuo taško A. 
d Jeigu N — taško M ortogonalinë projekci- 


ja i plokštuma o, tai MÑ = AN - AM =з + 
+ yb - т. Koeficientus x ir y randame iš vek- 
torių MN ir a. 5 MN ir b' statmenumo salygos: 
E > ә. ә 
be + yb - m) = 0, 

(Ga + yb - m)b = 0. 

Žinodami x ir y, randame atstumą nuo taško M iki plokštumos o: IMN | = 
E => > 

= (ха + де = my. 

Jeigu ха + yb- m s 0, tai kampo tarp t tiesés AM ir plokštumos а 
kosinusas lygus kampo tarp vektorių m ir xa + P kosinuso moduliui. 
Jeigu xa. + yb- m = 0, tai AM La. 

Pastaba. Žr. 273 uždavinį. 


Р.А 
rs 


618 uždavinys. Duota tiesė /, su krypties vektoriumi a, ir tašku A, joje 
ir tiesė /, su krypties vektoriumi 2 ir tašku A, joje; 4,4, = M. Raskite 
atstumą ir kampą tarp tiesių /, ir L. 
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Sprendimas. Kaip ir dviejuose ankstesniuose 
uždaviniuose, pateiksime tokio tipo uždavinių 
sprendimo schema. Kosinusas kampo q tarp tie- 
sių /, ir /, randamas pagal formulę: 

> > 
cosQ = Bial š 
jail fal 

Bendro statmens P P, tarp tiesių /, ir I, ilgis randamas taip: išskaidome 
vektorių Р}, = PA, + AA, + АФ, = xa, + т + уау; koeficientai x ir 
y randami iš vektoriaus РЁ, statmenumo sąlygos vektoriams d, ir a, 

(xa, + m+ уд)а = 0, 

(xa, + m+ уйда, = 0. 


Tada |РЁ,| = Хоа + m+ yay. 


619 uždavinys. Piramidės SABC pagrindas yra lygiakraštis trikampis 
ABC, kurio kraštinės ilgis 4N2 . Šoninė briauna SC statmena pagrindo plokš- 
tumai ir jos ilgis lygus 2. Raskite atstumą ir kampą tarp tiesių, iš kurių 
viena eina per tašką S ir briaunos BC vidurio tašką, o kita eina per tašką 
C ir briaunos AB vidurio tašką. 


Atsakymas. 45*; 28 А 


620 uždavinys. Piramidės SABC pagrindas yra lygiakraštis trikampis 
ABC, kurio kraštinė lygi 1, šoninė briauna $4 statmena pagrindo plokštu- 
mai, SA = V3. Plokštuma a lygiagreti tiesėms SB ir AC, plokštuma p 
lygiagreti tiesėms SC ir AB. Raskite kampą tarp plokštumų a ir B. 

Sprendimas. Kampas ф tarp dviejų plokštumų lygus kampui tarp tiesių 
statmenų joms. Jeigu m ir A – tų tiesių krypties vektoriai, tai cos = 

_ Im: m 


к SE ‚ Išrinksime kaip bazinius vektorius Aš = a, a. АЙ = b, b, AC = с. 
m |:|n 


Jeigu rm 1 a, tai SB- m -0ir Ač. m = 0. Išskaidysime šiuos vektorius 
таш 5% = =p- 7, АС = = с, т = ха + yb + zc. Tuomet, 

E-a + yb + zc) = 0, 

с(ха + yb + zc) = O. 

Lygčių skaičius sistemoje mažesnis už nežinomųjų skaičių, kadangi vek- 
torius m vienareikšmiškai neapibrėžiamas sąlyga ri L a. Sprendžiant tokią 
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lygčių sistemą reikia du neZinomuosius išreikšti per trečią nežinomąjį. Mü- 
su atveju: x = — 52, у = -2z. Pačmę, pavyzdžiui, 2 = -2, gauname: х = 1, 
y = 4. Vektorius m = a + 4b 2с -vienas iš nenulinių, statmenų plokštumai a. 

Analogiškai randamas ir vektorius n = ta + ub + ус, statmenas plokš- 
tumai B: SÈ- n = 0, AB : n = 0, 

(c- ata + ub + ус) = 

Ба + ub + vc) = 


Iš čia ł = — iu v = -2u. Paėmę, pavyzdžiui, и = —2, gauname: t = 1, 


Todėl т = 2 - 2b + 4с. Kadangi |m| = Мо + 4b 22) = VB, |n| = 
= 15, m: n = (a+ 4b -2c a- 2Б+4с = —3, tai cos REEL NE 
(+ 48-27) o- qu 1 

9 = arccos È 


621 uždavinys. Ar egzistuoja trikampio ABC plokštumoje toks taškas 
H, kad HÀ + 3HB + HÈ = 0? 


622 uždavinys. Trikampio viduje paimtas taškas O. Įrodykite, kad 1 tri- 
kampiai OAB, e OCA büty lygiaplociai, bütina ir pakankama, kad ОА + 
+ OÈ + Оё = 


Nuoroda. etn trikampio pusiaukraštinių susikirtimo taško 
savybe. 


623 uždavinys. Taško O laisvo pasirinkimo metu lygybė ОС = К. Qá + 
+(1- k)OB yra būtina ir pakankama taškų A, B ir C priklausymo tiesei 
sąlyga. Įrodykite. 


Pastaba. Jeigu taškas C yra atkarpoje AB ir AC - , tai formulé 


gd 
m 
= 


ОА + 


OB (žr. 612 uždavinį). 
n m+ n 


А А . ] MEN. 
įgauna tokį pavidalą: Тә TU 


624 uždavinys. Iš stačiojo trikampio statinio vidurio taško išvestas stat- 
muo į įžambinę. Įrodykite, kad gautų įžambinės atkarpų ilgių kvadratų 
skirtumas lygus kito statinio ilgio kvadratui. 

Nuoroda. Pasinaudokite skaliarinės sandaugos savybėmis. 
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625 uždavinys. Raskite taškų aibę, kurių atstumų iki dviejų duotų taškų 
A ir B santykis lygus k (k > 0, k > 1). 
Atsakymas. Ieškomoji aibė — apskritimas; jeigu AB = 2c, tai šio 


apskritimo spindulys lygus 2 


, O atstumas nuo jo centro iki atkarpos 
2 ] 
[4 


2 
AB vidurio lygus +.) | 


626 uždavinys. Įrodykite, kad šie teiginiai tapatūs: 

a) šoninės piramidės briaunos lygios; 

b) šoninės briaunos vienodai pasvirusios į pagrindo plokštumą; 

c) šoninės piramidės briaunos sudaro lygius kampus su piramidės 
aukštine; 

d) apie piramidės pagrindą galima apibrėžti apskritimą ir piramidės 
aukštinė eina per jo centrą. 


627 uždavinys. Duoti keturi teiginiai: 

a) dvisieniai kampai prie piramidės pagrindo lygūs; 

b) į piramidės pagrindą galima įbrėžti apskritimą ir piramidės aukštinė 
eina per jo centrą; 

с) piramidės šoninių sienelių aukštinės lygios; 

d) piramidės aukštinė sudaro lygius kampus su šoninėmis sienelėmis. 

Įrodykite teiginių a) ir b), c) ir d) tapatumą. Ar teiginiai a) ir c) tapatūs? 


628 uždavinys. Trikampės piramidės aukštinė, išvesta iš viršūnės, patai- 
ko į pagrindo aukštinių susikirtimo tašką (ortocentrą). Įrodykite, kad to- 
kiomis pačiomis savybėmis pasižymi ir visos kitos piramidės aukštinės, iš- 
vestos iš pagrindo viršūnės į šonines sieneles. 


629 uždavinys. Įrodykite, kad a) įbrėžto į daugiakampį skritulio spindu- 


lys apskaičiuojamas pagal formulę r = 2 „čia S — plotas, p — daugiakam- 


pio pusperimetris; b) įbrėžto į daugiasienį rutulio spindulys apskaičiuoja- 
3V 


mas pagal formule r — ç 


„čia V — tūris, $ — pilnas daugiasienio pavir- 


šiaus plotas. 


630 uždavinys. Nupjautiniame kūgyje įbrėžtas rutulys. Įrodykite, kad 
rutulio paviršiaus plotas mažesnis už kūgio šoninį paviršiaus plotą. 


227 


631 uždavinys. Apie sferą apibrėžta keturkampė nupjautiné piramidė. 
Įrodykite, kad piramidės ir rutulio tūriai santykiauja kaip jų pilnieji paviršiai. 


632 uždavinys. Apskritime pažymėti 12 taškų. Apskaičiuokite: a) stygų, 
kurių galai yra tuose taškuose, skaičių: b) trikampių, kurių viršūnės yra 
tuose taškuose, skaičių; c) iškilųjų keturkampių, kurių viršūnės yra tuose 
taškuose, skaičių. 


633 uždavinys. т, п — natūralieji skaičiai. Įrodykite, kad 
a) skaičius skirtingų sekų i$ m nulių ir n vienetų lygus С”; 

b) skaičius skirtingų lygties x, + x, + ... + х = n sprendinių, išreikštų 
sveikaisiais neneigiamais skaičiais, lygus HAR H 

c) skaičius skirtingų lygties x, + x, + ... + х, = n sprendinių, išreikštų 
natūraliaisiais skaičiais, lygus C”. 

634 uždavinys. Keliais būdais galima padaryti trispalvę vėliavą su vie- 
nodo pločio horizontaliomis juostomis, jeigu turima medžiaga yra šešių 
skirtingų spalvų? 

Atsakymas. 120. 


635 uždavinys. Keliais būdais galima pastatyti ant šachmatų lentos bal- 
tą ir juodą bokštą, kad jie vienas kito „nemuštų“? 

Sprendimas. Baltą bokštą galima pastatyti į bet kurį iš 64 langelių. 
Nepriklausomai nuo padėties, jis „muša“ 15 laukelių, įskaitant ir tą, ant 
kurio stovi. Lieka 49 laukeliai, kuriuose galima pastatyti juodą bokštą. 
Vadinasi, iš viso turima 64 · 49 = 3136 skirtingų būdų. 


636 uždavinys. Keliais būdais galima pastatyti ant šachmatų lentos bal- 
tą ir juodą karalių, kad gautume žaidimo taisyklėmis leidžiamą poziciją? 

Sprendimas. Jeigu baltas karalius stovi viename iš keturių kampų, tai 
jis „muša“ keturis laukelius. Lieka 60 laukelių, kuriuose galima pastatyti 
juodą karalių. 

Jeigu baltas karalius stovi lentos krašte, bet ne kampe (tokių laukelių 24), 
tai jis „muša“ šešis laukelius ir juodam karaliui lieka 58 galimi laukeliai. 

Jeigu baltas karalius stovi ne lentos krašte (tokių laukelių 36), tai jis 
„muša“ devynis laukelius ir juodam karaliui lieka 55 galimi laukeliai. 

Taigi iš viso turima 4 · 60 + 24 · 58 + 36 - 55 = 3612 karalių išdėstymo 
būdų. 
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637 uždavinys. Kiek skirtingų „žodžių“ galima gauti, perstatant raides 
žodyje MATEMATIKA? 


10! 
Atsakymas. 32m ` 


638 uždavinys. Žmogus turi 10 draugų ir kelias dienas pasikviečia kai 
kuriuos i$ jų į svečius taip, kad kompanija niekada nepasikartoja. Kiek 
dienų jis gali tai daryti? 

Atsakymas. 1024. 


639 uždavinys. Įrodykite, kad iš n daiktų galima 2“! būdais išrinkti 
lyginį skaičių daiktų. 

Nuoroda. Iš bendro poaibių 2" skaičiaus pusė — su lyginiu daiktų 
skaičiumi. 


640 uždavinys. Įrodykite, kad kiekvienas skaičius 4 Paskalio trikampyje 
a) lygus ankstesnės įstrižainės skaičių sumai, pradedant nuo paties kairiojo 
iki esančio dešinėje su skaičiumi A; b) lygus ankstesnės kairiosios įstrižai- 
nės skaičių sumai, pradedant nuo paties dešiniojo iki esančio kairėje su 
skaičiumi A. 


641 uždavinys. Šešios dėžės sunumeruotos skaičiais nuo 1 iki 6. a) 
keliais būdais galima į šias dėžes išdėlioti 20 vienodų rutulių taip, kad nė 
viena dėžė neliktų tuščia? b) keliais būdais galima į šitas dėžes išdėlioti 20 
vienodų rutulių (kai kurios dėžės gali likti tuščios)? 

Atsakymas. a) E b) е 


642 uždavinys. Keliais būdais natūralųjį skaičių n galima pateikti natü- 
raliųjų dėmenų sumos k pavidalu? 

Nuoroda. Pakeisime skaičių п į n vienetų. Tarp k dėmenų yra k-1 tar- 
pas. Tarpas gali būti bet kokioje iš 1-1 vietų tarp n vienetų. 

Atsakymas. e ° 


643 uždavinys. Įrodykite, kad n plokštumų, einančių per vieną tašką taip, 
kad bet kurios trys iš jų neina per vieną tiesę, dalija erdvę į n(n — 1) + 2 dalių. 
Nuoroda. Pasinaudokite matematinės indukcijos metodu, prieš tai įro- 
dę, kad n skirtingų tiesių, plokštumoje išvestų per vieną tašką, plokštumą 

dalija į 2л dalių. 
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644 uždavinys. Įrodykite, kad kėlinių Р, skaičius, gretiniu А? skaičius ir 
derinių C; skaičius gali būti rasti pagal formules: 

P, = m Ат = тт -1).(т- n + 1); Су = Pen Dent D 

Nuoroda. Pasinaudokite matematinés indukcijos metodu. 


645 uždavinys. Įrodykite teiginio ((4 v В) л (А > Сул (B = O)) = C 
teisingumą. 
Nuoroda. Sudarykite teisingumo lentelę. 


646 uždavinys. Paaiškinkite, ar du duotieji teiginiai yra vienas kito išvada: 
а) (Vx)4@) ; (3x)4Q) ; 
b) (8x)4@); (Vx)4@). 


647 uždavinys. Seka (x,) vadinama aprėžtąja, jeigu egzistuoja toks skai- 
čius С, kad |х | < C visiems n. Pateikite neaprėžtosios sekos apibrėžimą. 


648 uždavinys. Kiekvienai iš pateiktų teoremų suformuluokite atvirkš- 
čią, priešingą ir priešingą atvirkščiai. Nurodykite, kurios iš šių teoremų 
teisingos: 

a) jeigu į keturkampį galima įbrėžti apskritimą, tai šis keturkampis yra 
rombas; 

b) jeigu lygiagretainis yra stačiakampis, tai apie jį galima apibrėžti ap- 
skritimą; 

с) jeigu kvadratinė lygtis neturi dviejų skirtingų realiųjų šaknų, tai jos 
diskriminantas neigiamas. 

Atsakymas. c) Visos keturios teoremos teisingos. 


649 uždavinys. Raskite X, jeigu (X v B) v (X v B) = A. 
Atsakymas. X = A. 


650 uždavinys. Trims išminčiams (pavadinsime juos A, B ir C) užriša 
akis ir sako, kad kiekvienam iš jų ant galvos uždės arba raudoną, arba žalią 
kepuraitę. Paskui jiems akys atrišamos ir prašoma pakelti ranką, jeigu jie 
mato raudoną kepuraitę, ir išeiti iš kambario, jeigu jie įsitikinę tuo, kad 
žino, kokios spalvos kepuraitė ant jų galvų. Visos trys kepuraitės buvo 
raudonos, todėl visi trys pakėlė ranką. Praėjo keletas minučių, ir C, labiau- 
siai nuovokus, išėjo iš kambario. Kodėl? 
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Sprendimas. C klausia saves, ar gali jo kepuraitė būti žalia. Jeigu taip 
būtų, tai A iš karto sužinotų, kad ant jo galvos raudona kepuraitė, todėl 
kad tik raudona kepuraitė ant jo galvos galėjo priversti B pakelti ranką. 
Bet tada A būtų išėjęs iš kambario. B būtų pradėjęs samprotauti lygiai taip 
pat ir būtų išėjęs iš kambario. Kadangi nei tas, nei kitas neišėjo, C padarė 
išvadą, kad jo kepuraitė turi būti raudona. 


651 uždavinys. Tris išminčius — A, B ir C — susodino vienas už kito 
taip, kad А mato B ir C, B mato tik C, o C nemato nieko. Jiems parodė 
5 kepuraites: 3 raudonas ir 2 baltas. Paskui jiems užrišo akis ir kiekvienam 
ant galvos uždėjo raudonas kepuraites, paskui atrišo akis. Paskui juos pra- 
dėjo klausinėti, ar jie gali nustatyti savo kepuraitės spalvą. Paskui, kai A, 
o paskui ir B atsakė neigiamai, C suprato, kad ant jo galvos raudona ke- 
puraitė. Kaip jam tai pavyko? 


652 uždavinys. Ant stalo yra trys vienodos dėžės. Vienoje iš jų yra 
baltas rutuliukas, o kitose dviejose — juodi rutuliukai. Ant kiekvienos 
dėžės padarytas vienas iš užrašų: 

šioje dėžėje yra juodas rutuliukas; 

šioje dėžėje yra baltas rutuliukas; 

juodas rutuliukas yra antroje dėžėje. 

Kokioje dėžėje yra baltas rutuliukas, jeigu ne mažiau dviejų užrašų yra 
neteisingi? 


653 uždavinys. Turima 7 vienodos išvaizdos monetos, bet tarp jų yra 
penkios tikros, o dvi netikros. Tikros monetos sveria 10 g, o netikros 9,8 g. 
Kokį mažiausią skaičių svėrimų reikia padaryti lėkštinėmis svarstyklėmis 
be svarsčių, kad rastume netikras monetas? 


654 uždavinys. Jūs norite sužinoti penkiaženklį telefono numerį užduo- 
dami klausimus, į kuriuos galima atsakinėti tik „taip“ arba „ne“. Nurody- 
kite būdą, garantuojantį sėkmę po 17 klausimų. 


655 uždavinys. Yra 16 monetų, viena iš jų netikra. Atlikę 4 svėrimus 
lėkštinėmis svarstyklėmis be svarsčių nustatykite netikrą monetą. 


656 uždavinys. Du žaidėjai paeiliui ant stalo deda 1 cento monetas taip, 
kad jos neuždengtų viena kitos. Pralaimi tas, kuris negalės padėti monetos. 
Kas laimi nepažeisdamas taisyklių ir kaip jis turi žaisti, kad laimėtų? 
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Atsakymas. Laimi tas, kuris pradeda. Jo strategija: pirmu éjimu jis mo- 
neta deda stalo centre, o kituose éjimuose jis deda monetą simetriškai 
monetai, padėtai antrojo žaidėjo, stalo centro atžvilgiu. 


657 uždavinys. Krūvoje yra 25 akmenys. Dviese paeiliui iš krūvos ima 
1, 2 arba 3 akmenis. Pralaimi tas, kuris paima paskutinį akmenį. Kas laimi 
ir kokia laimėjimo strategija? 


658 uždavinys. Dviese rašo dešimtženklį skaičių: pirmą skaičių rašo 
pirmasis, antrą — antrasis ir t. t. Ar gali antrasis pasiekti tai, kad gautas 
skaičius dalytųsi iš 97 


659 uždavinys. Klasėje yra 30 žmonių. Diktante vienas mokinys padarė 
13 klaidų, o kiti — mažiau. Įrodykite, kad bent trys mokiniai padarė vie- 
nodą skaičių klaidų. 

Nuoroda. Panaudokite Dirichlė principą. 


660 uždavinys. Ant kubiuko sienelių užrašyti skaičiai nuo 1 iki 6. Įro- 
dykite, kad atsiras dvi gretimos sienelės, ant kurių užrašytų skaičių skirtu- 
mas didesnis už tris. 

Sprendimas. Kiekviena sienelė turi keturias gretimas sieneles. Išnagrinė- 
sime sienelę su skaičiumi 1 ir skirtumus 6 - 1, 5- 1, 4-1, 3-1, 2 - 1. 
Tarp šių skirtumų tik trys ne didesni už tris, o gretimų sienelių — keturios. 
Vadinasi, pagal Dirichlė principą atsiras tokios dvi gretimos sienelės, ant 
kurių užrašytų skaičių skirtumas didesnis už tris. 


661 uždavinys. Keletas apskritimo lankų nudažyti juodai. Nudažytų lan- 
kų ilgių suma mažesnė už pusę apskritimo ilgio. Įrodykite, kad egzistuoja 
skersmuo, kurio abu galai nenudažyti. 

Sprendimas. Mėlynai nudažysime lankus, simetriškus juodiems аран: 
timo centro atžvilgiu. Be to, bendras nudažytų lankų ilgis yra mažesnis už 
apskritimo ilgį. Vadinasi, pagal Dirichlė principą atsiras nenudažytas taš- 
kas. Einantis per šį tašką skersmuo ir bus ieškomasis. 


662 uždavinys. Įrodykite, kad iš penkių bet kokių natūraliųjų skaičių 
galima išrinkti tris, kurių suma dalytusi iš trijų. 


663 uždavinys. Įrodykite, kad tarp bet kurių šešių žmonių atsiras arba 
trys poromis pažįstami, arba trys vienas su kitu nepažįstami. 
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664 uždavinys. Žinoma, kad šeši skrituliai turi bendrą tašką. [rodykite, 
kad nors vienas iš jų turi kurio nors skritulio centrą. 


665 uždavinys. Trikampės piramidės ABCD aukštinė, nuleista iš viršū- 
nės D, eina per trikampio ABC ortocentrą; DB = b; DC = c, ZBDC = 90°. 
Raskite sienelių ADB ir ADC plotų santykį. 

Nuoroda. Įrodykite, kad CD statmena sienelei ADB, o BD — siene- 
lei ADC. 


Atsakymas. р š 


666 uždavinys. Taisyklinga trikampė piramidė perkirsta plokštuma, ly- 
giagrečia pagrindui, taip, kad šoninis paviršius dalijasi pusiau. Kokiu san- 
tykiu dalijasi tūris? 


667 uždavinys. Per vieną taisyklingos trisienės prizmės pagrindo kraš- 
tine į pagrindą kampu « išvesta plokštuma, atkertanti nuo prizmės V tūrio 
piramidę. Nustatykite pjūvio plotą. 


2 
Atsakymas. EET ; 
sin'a * cosa 


668 uždavinys. AB — duotoji atkarpa, taškas C yra duotajame apskri- 
time. Raskite trikampio ABC pusiaukraštinių susikirtimo taškų geometrinę 
padėtį, jeigu taškas C apibėga visą duotąjį apskritimą. 

Nuoroda. Duotojo apskritimo, kurio cent- 
ras O, spindulį pažymėsime r. 


Tegul M — trikampio ABC pusiaukraštinių С vi 
susikirtimo taškas, AD = DB. Tada MD = IN 
= 1cp. Išrinksime tašką P taip, kad PD = dà 
= 30D. ACOD~AMPD ir MP = CO = sr. 5 в 


Vadinasi, taškas М yra apskritime, kurio spindulys ir ir centras taške P. 


Tai — uždavinio sprendimo analizė. Užbaikite jo sprendimą. 


669 uždavinys. Naudodamiesi ašine simetrija, nubraižykite trikampio 
ABC kraštinių AB ir BC skirtumą. 
Nuoroda. Atvaizduokite trikampį ABC atžvilgiu tiesės, turinčios kampo 
ABC pusiaukampinę. 
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670 uždavinys. Naudodamiesi ašine simetrija, nubraiZykite trikampio 
ABC kraštinių BC ir AC sumą. 


671 uždavinys. Ar galima, remiantis ašine simetrija, nubraižyti dviejų 
trikampio kampų skirtumą? 

Nuoroda. Kaip simetrijos ašį paimkite vidurinį statmenį, išvestą prie 
trikampio kraštinės, prie kurios yra tie kampai. 


672 uždavinys. Su viena liniuote nubraižykite kampo pusiaukampinę. 
Nuoroda. Ant kampo kraštinių pažymėkite po du taškus, vienodai nuto- 
lusius nuo kampo viršūnės, ir išveskite susidariusio keturkampio įstrižaines. 


673 uždavinys. Nubraižykite trikampį, žinodami jo kraštinių vidurio taškus. 
Nuoroda. Naudokite centrinę simetriją. 


674 uždavinys. Užrašykite lygtį tiesės, kurioje atsispindi tiesė y = 2x — 1,5 
veikiant vektoriui 2 (0; 3). 
Atsakymas. y = 2x + 1,5. 


675 uždavinys. Išveskite posūkio apie koordinačių pradžią kampu «a 
formules. 
Atsakymas. x' = хсоѕа — ysina; у' = хѕіпа + усоѕа. 


676 uždavinys. Raskite tiesės y = 5х – 1 ir vaizdo, gauto tiesę y = Зх + 2 
pasukus 90" prieš laikrodžio rodyklę apie koordinačių pradžią, susikirtimo 
taško koordinates. à 

=} у-- Ш 

Atsakymas. x 16 ‚у 16“ 

677 uždavinys. Įrodykite, kad pasisukimas apie tašką O yra dviejų aši- 
nių simetrijų, kurių ašys susikerta taške O, kompozicija. 

Nuoroda. Dviejų ašinių simetrijų, tarp kurių ašių kampas lygus o, kom- 
pozicija yra pasisukimas kampu 20 apie ašių susikirtimo tašką. 


678 uždavinys. Įbrėžkite į apskritimą du lygius trikampius su atitinka- 
mai statmenomis kraštinėmis. 

Nuoroda. Įbrėžkite į apskritimą bet kokį trikampį ir sudarykite jo vaiz- 
Ча pasukę 90° kampu apie apskritimo centrą. 
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679 uždavinys. Raskite skaičiaus (116 + 17'7)”' dalybos iš 8 liekaną. 
Atsakymas. 5. 


680 uždavinys. Įrodykite dalumo savybes: 

a) jeigu lygtyje a + b = c du skaičiai dalijasi iš m, tai ir trečias skaičius 
dalijasi iš m; 

b) jeigu a dalijasi iš b ir b dalijasi iš c, tai a dalijasi iš c. 

Sprendimas. b) kadangi a dalijasi iš b, tai a = bk, čia k — sveikasis 
skaičius. Kadangi b dalijasi iš c, tai b = cn, čia n — sveikasis skaičius. Iš 
čia a = bk = c(nk) — a dalijasi iš c. 


681 uždavinys. Įrodykite teiginius (užrašas a : b reiškia, kad a dalijasi 
š b): 

a) jeigu a : b, tai a" : b"; 

b) (3" + 5") : 8; 

Q^ eSI 

d) jeigu A c ir (a + b): C, tai (a° + b?) : с; 

e) jeigu a : (a + b), tai b^ : (a + by; 

f) jeigu a : (a + b), tai b°: (a + b); 

g) jeigu a" : (a – b), tai b" : (a – b); 

h) jeigu a" : (a + b), tai b" : (a + by; 

i) jeigu (ab + cd) (а + c), tai (ad + bc) : (a + c). 

Pastaba. Kiekvienam n turi prasmę lygtis: a" — b" = (a – b)(a^ + 
+ аЬ +... + ab"? + Ь""), o kiekvienam nelyginiam n: а" + b" = (a + 
+ b)(a"! — a'?b + ..- аЬ"? + b"™) įrodyti pakanka atskliausti skliaustelius. 

Sprendimas. e) а? — b’ dalijasi i$ a + b, kadangi a^ — b° = (a + b)(a - b). 
Pagal sąlygą a^ (а + b), todėl pagal prieš tai buvusio uždavinio punktą a) 
ir b^: (a + b). 


682 uždavinys. Įrodykite, kad nuosekliųjų sveikųjų skaičių suma 2n + 1 
dalijasi i$ 2л + 1. 


683 uždavinys. Kokioms n reikšmėms esant a) m n I 


skaičius; b) 22 + 5 — sveikasis skaičius; с) Зп? + 2л + 2 dalijasi iš 4n + 3? 


— sveikasis 


Sprendimas. b) jeigu duotasis skaičius sveikasis, tai sveikasis bus ir 
xu 20n + 15 y Q7: : ; 
E = 4 + ———. Ë ë > + 2), t. y. t t 
skaicius СЭ AE Iš čia 7 : (5n ), t. y. turime tokias 
galimybes: 5n + 2 = 1; 5п + 2 = – 1; 5п + 2 = 7; 5п + 2 = – 7; n = 1. 
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684 uždavinys. Įrodykite: 

a) jeigu 2a : 3, tai a ` 3; 

b) jeigu a :2ir a :3, tai a : 6; 

c) jeigu ab :3, tai а: 3 arba b È 3; 

d) trijų nuoseklių skaičių sandauga dalijasi i$ 6. 

Sprendimas. a) prieštara: tarkime, kad a nesidalija iš 3. Tada a dalybos 
i$ 3 liekana 1 arba 2. Jeigu a = 34 + 1, tai 2a = 6q + 2. Bet pagal sąlygą 
2a dalijasi iš 3 — gavome prieštaravimą: tada ir 2 turi dalytis iš 3. Jeigu 
a = 34 + 2, samprotaujame analogiškai. 


685 uždavinys. Kokios gali būti sveikųjų skaičių kvadratų dalybos iš 3, 
iš 4 ir iš 5 liekanos? 


686 uždavinys. Įrodykite, kad lygtis 3x + y^ = 2 neturi sprendinių svei- 
kųjų skaičių srityje. 


687 uždavinys. Įrodykite, kad nė vienas skaičiaus 2 laipsnis nesibaigia 
keturiais vienodais skaičiais. 


688 uždavinys. Raskite skaičių a) 2n + 3ir n + 1, b) 3n- 1 ir 2n - 1 
didžiausiąjį bendrąjį daliklį (DBD). 

Sprendimas. a) jeigu d - šių skaičių didžiausiasis bendrasis daliklis, tai 
ir skaičius 2(n + 1) dalijasi i$ d. Tada ir skirtumas (2л + 3) - 2(n + 1) turi 
dalytis iš d. Bet šis skirtumas lygus 1. Todėl d = 1 — duoti skaičiai tarpu- 
Sa, yje pirminiai. 

689 uzdavinys. [rodykite, kad jeigu trupmena 2 nesuprastinamoji, tai 


b 
a 


a+b’ 


tą patį galima pasakyti ir apie trupmeną 


690 uždavinys. Kokios reikšmės gali būti skaičių а) ^ ir 2n—5, b) 3n + 1 
ir 7n – 4, c) 6n + 5 ir 3n — 4, d) n? + 2n ir 3n - 1 didžiausiasis bendrasis 
daliklis? 

Sprendimas. a) jeigu DBD (n^; 2n — 5) = d, tai skaičiai 2n^ ir n(2n ~ 5) 
ir jų skirtumas 5л dalijasi i$ d. Kadangi 5n ir 2n – 5 dalijasi iš d, tai skaičiai 
10n ir 5(2n — 5) ir jų skirtumas 25 dalijasi i$ d. Vadinasi, galimi variantai: 
d = 1; d = 5; d = 25. Šie variantai įmanomi, jeigu imsime n = 1; n = 5; 
п = -10. 
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691 uždavinys. Tegul a ir b — sveikieji skaičiai, d — ju DBD. Įrodykite, 
kad egzistuoja tokie sveikieji skaičiai u ir v, kad au + bv = d. 

Sprendimas. Didžiausiasis bendrasis skaičių a ir b daliklis ieškomas 
naudojantis Euklido algoritmu, kuris remiasi teigimu, kad DBD(a, b) = 
= DBD(a - b, b). 

Naudojantis Euklido algoritmu, pirmiausia skaičiai a ir b pakeičiami 
skaičiais a — b ir b. Jeigu pasirodytų, kad a – b > b, tai toliau šie skaičiai 
keičiami į a - 2b ir b, o jeigu a- b < b — į 2b-aira- bir t. t. Taigi 
iš pradinių skaičių a ir b gali būti gauti tik skaičiai аи + bv (и ir v — sveikieji 
skaičiai). Pavieniu atveju ir skaičių a ir b DBD turi tokį pat pavidalą. 


692 uždavinys. Įrodykite, kad skaičiai a ir b yra tarpusavyje pirminiai 
tik tada, jeigu au + bv = 1 (u ir v — sveikieji skaičiai). 

Nuoroda. Vienpusio tvirtinimo teisingumas išplaukia iš ankstesnio užda- 
vinio. Jeigu esant tam tikriems u ir v, au + bv = 1 ir d — skaičių a ir b 
didžiausiasis bendrasis daliklis, tai 1 = аи + bv dalijasi iš d (įrodykite, kad 
bet koks bendrasis dviejų skaičių daliklis yra jų DBD daliklis). Iš čia d = 1. 


693 uždavinys. Įrodykite, kad 

a) jeigu DBD(a, с) = 1, DBD(b, c) = 1, tai DBD(ab, c) = 1; 

b) jeigu ab : cir DBD(b, с) = 1, tai а: c; 

c) jeigu a £ b, а: c ir DBD(b, c) = 1, tai a : bc; 

d) jeigu DBD(a, b) = 1, tai DBD(a", b") = 1, čia m, n — natüralieji 
skaičiai. 


694 uždavinys. Įrodykite, kad bet koks nelyginis skaičius ir pusė einan- 
čio po jo lyginio skaičiaus tarpusavyje pirminiai. 


695 uždavinys. Įrodykite, kad penkių nuoseklių sveikųjų skaičių san- 
dauga dalijasi iš 120. 


696 uždavinys. Nelyginiai skaičiai a ir b tokie, kad a - b = 64. Raskite 
DBD(a, b). 


697 uždavinys. Išspręskite lygtis: а) Зх - 2y = 1; b) 7x - бу = 1; c) 39x + 

+ 5ly = 33; d) 19x + 88у = 1988; c) 945x + 301y = 14 sveikaisiais 
skaičiais. 
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Sprendimas. Anksčiau jau buvo minėta (54 psl.), kad lygtis ax + by = 
= c (a ir b — tarpusavyje pirminiai skaičiai) turi be galo daug sprendinių, 
išreikštų sveikaisiais skaičiais, ir jeigu (x; y,) — vienas iš šių sprendinių, tai 
visi šios lygties sprendiniai turi pavidalą (x, + bt, y, — at), čia t — sveikasis 
skaičius. Vienas sprendinys dažnai lengvai atspėjamas. 

ax, = 1, y = 1, todėl x = 1 - 2t, y = 1 - 3t. 

b) DBD(945, 301) = 7. Randame tokius sveikuosius skaičius u ir v, kad 
945и + 301v = 7. Tai и = -7, v = 22. Dauginant iš dviejų: 945(-14) + 
+ 301 · 44 = 14. Todėl x, = -14, y, = 44 — vienas iš duotosios lygties 
sprendinių. Visi sprendiniai randami pagal formules: x = -14 + 301i, 
y = 44 — 9451, čia t — sveikasis skaičius. 


698 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą: 
cos (11x + 2 = 0, 
sin(13x + =) = 1. 


Nuoroda. Žr. 146 uždavinį. 


699 uždavinys. Įrodykite, kad esant n > 2 tarp natūraliųjų skaičių n ir 
n! yra bent vienas pirminis skaičius. 


700 uždavinys. Jeigu p ir g — pirminiai skaičiai, didesni už tris, tai 
skaičius p^ — 4° dalijasi iš 24. Įrodykite. 


701 uždavinys. Įrodykite, kad visų pirminių skaičių, ne didesnių už n 
(n > 2), sandauga didesnė už n. 

Sprendimas. Tegul р — didžiausias, ne didesnis už л, pirminis skaičius. 
Skaičiaus N = (2-3-5-...-p) - 1 išskaidymas paprastais daugikliais negali 
turėti nė vieno iš pirminių skaičių 2, 3, 5, ..., p. Vadinasi, visi pirminiai 
skaičiaus N dalikliai yra didesni už p ir pats skaičius N didesnis už n. Todėl 
ir2-3-5-..-p> n. 

Priminsim, kad jeigu du skaičiai a ir b tokie, kad skirtumas a - b — 
duotojo natūraliojo skaičiaus m kartotinis, tai skaičiai a ir b vadinami pa- 
lyginamais pagal modulį ir rašoma а = b(mod m). Šį pažymėjimą ir patį 
terminą „palyginimas“ pasiūlė K. F. Gausas 1801 m. savo knygoje „Aritme- 
tiniai tyrimai“. Daugelis palyginimų savybių primena lygybių savybes: 
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а = a(modm); jeigu a = (тойт), tai b = a(mod m); jeigu а = b(mod m) 
ir b = c(mod m), tai а = c(mod m). Įrodykite šias savybes. 

Du palyginimus pagal vienodą modulį galima sudėti, atimti, dauginti 
taip pat, kaip ir lygybes: jeigu а = b(mod m), с = d(mod m), tai (a + b) = 
= (c + d) (mod m), (a -c) = (b - d) (mod m), ac = bd(mod m). Įrodykite tai. 

Tačiau skirtingai negu lygybėse, abiejų palyginimo dalių negalima pra- 
stinti iš nelygaus nuliui daugiklio. 

Pavyzdžiui, 15 = 35(mod 10), bet 3 4 7(mod 10). 

Pirminio modulio p atveju i$ to, kad ac = bc(modp) ir c # 0(mod p), 
išplaukia, kad a = b(mod p). 


702 uždavinys. Raskite skaičiaus 18765°* dalybos iš 11 liekaną. 

Sprendimas. Iš pradžių naudodami palyginimus, išvesime dalumo iš 11 
požymį. Kadangi 10 = - 1(mod 11), tai 10° = 1(mod 11), 10° = -1(mod 11) 
ir t. t. Todėl n = (a + 10b + 100c +...) = (a -b + c- ...)(mod 11). Skaičiai 


nira-b+Cc-.. turi vienodas dalybos iš 11 liekanas. Išvada: skaičius n 
dalijasi i$ 11 tik tada, kai iš 11 dalijasi skaičius a — b + c — ... (žr. 137 
uždavinį). 


Dabar pereisime prie mūsų uždavinio. Kadangi 18765 = (5 - 6 + 7 - 
-8 + 1) = -1(mod 11), tai 187657“ = 1(mod 11). Vadinasi, ieškomoji 
liekana lygi 1. 

Pastaba. Apie Fermio teoremos taikymą tokiems uždaviniams žiūrėkite 
10 skyriuje. 


703 uždavinys. Įrodykite, kad esant nelyginiam n skaičius n"*^ + (n + 2)" 
dalijasi iš 2л + 2. 

Sprendimas. n — nelyginis skaičius, todėl n = 2k - 1, čia k e Z, ir 
2n + 2 = 4k. Kadangi (2k - 1) = -(2k + 1)(mod 4X), tai (2k - 1)*! = 
= -(2k + 1)" (mod 4k). Esant bet kokiam k: (2k — 1} = 1(mod 4k). Todėl 
(2k – 1)"*! = (2k — 1)" Qk - 1} = -(2k + 1) (mod 4k); (2k – 1) + 
+ (2k + 1) = O(mod 4k), t. y. (n? + (n + 2y) = 0(mod(2n + 2)). 


704 uždavinys. Keliais būdais galima išdėlioti n vienodų rutulių į k dėžių? 
Sprendimas. Išdėliosime šiuos rutulius į eilę ir atvaizduosime tarp sunu- 
meruotų dėžių ribas k - 1 vertikalaus brūkšnio pavidalu. Pavyzdžiui, jeigu 
pirmoje dėžėje du rutuliai, antroje — vienas, trečioje — nė vieno, ketvirto- 
je — keturi, penktoje — vienas, tai piešinėlis bus toks: ОО [О | |OOOO|O. 
Jeigu pernumeruosime taškus ir brūkšnius nuoseklia numeracija nuo 1 
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iki n + k - 1, tai kiekvienas rutulių išdėliojimo į dėžes būdas atitiks skai- 
čiaus k — 1 išrinkimui iš skaičių n + k — 1. Tokių išrinkimų skaičius lygus 


Ce! 2Qt-k-1)! 


"FC nk - 1)! 


705 uždavinys. Keliais būdais galima išdėlioti n baltų ir n juodų rutulių 
į k dėžių taip, kad kiekvienoje dėžėje būtų arba vienas rutulys, arba du 
skirtingų spalvų rutuliai? 
- ky 
Atsakymas. Е 
п! 


706 uždavinys. Kiek egzistuoja natūraliųjų skaičių, mažesnių už 10°, 
kurių užrašyme dešimtainėje sistemoje visi skaitmenys skirtingi? 

Sprendimas. Ieškomasis skaičius turi tokį pavidalą: m = aa, ,...a,, čia 
1<sk<4, a, = 0. Visi skaitmenys a, а, .., a, skirtingi. Kaip pirmąjį 
skaitmenį galima išrinkti bet kurį devynių skaitmenų nuo 1 iki 9. Išrinkus 
a,, likusiems skaitmenims galima panaudoti bet kuriuos iš k — 1 skaičių iš 
likusių 9 skaitmenų. Atsižvelgdami į jų išdėstymo eiliškumą, mes gauname 
A; galimybių. Vadinasi, egzistuoja 9 - 47 ' galimybių skaičiui sudaryti iš k 
skaitmenų. Iš viso turime 9 + 94; + 945 + 94, = (1 +9 +9-8+ 
+ 9-8-7) = 5274 skaičių. 


707 uždavinys. Turimi du vario sulfato mišiniai su kitomis medžiago- 
mis. Procentinis vario sulfato kiekis pirmajame mišinyje 15% mažesnis 
negu antrajame. Paskui, kai juos sumaišė, gautas mišinys, kuriame yra 40% 
vario sulfato. Nustatykite procentinį vario sulfato kiekį pirmajame ir ant- 
rajame mišiniuose, jeigu žinoma, kad pirmajame mišinyje buvo 3 gramai 
vario sulfato, o antrajame — 9 gramai. 

Sprendimas. Tarkime, kad pirmajame mišinyje buvo x% vario sulfato, 
antrajame — (x + 15)%. Pirmasis mišinys sveria 2100 gramus, antrasis — 


9 300 900 
A j. А 
x + 15 = ESET, 


; 3 9 2 
„tai 12 = 0,4(2 + ———)100; x - 25х- 150 = 0; x = 30; x + 15 = 45. 
gramų, tai м ub 15) 00; x - 25х х х 


100 gramus. Kadangi 12 gramų sudaro 40% nuo 


Atsakymas. 30%; 45%. 


708 uždavinys. Išspręskite lygtį sin'x + cosx = 1 + sindx. 
Nuoroda. Įvertinkite, kad sin% + cos'x = (sin'x) + (соѕ'х) = (sin'x + 
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+ cosx)(sin'x — sin^x ` cos'x + cos x) = (їп х + соѕ х)? - 3sin'x- cosx = 
=1- Žein'2x =1- ža — cos4x) = 2 + 3 cosdx. 
Atsakymas. x = — i arctg Š t Ex - 2 k, n eZ. 
709 uždavinys. Raskite limx,, jeigu 
Atban aed 
PER 


1 1 j ¿3 1 
„1 — 1 ТоС a Lu ¿a € 
"ps inj T E Gr2JG T 


1 1 1 1 1 1 
= (1-5 + 0-20) +... +G oo I. sa 


+ Gd у= 1-09 + 5 


=—n 4 
3n-2 =н 


+1 ntl 3п+1 


dlimx =1+4=11 
Todėl limx, = 1 + 3 13: 
710 uždavinys. Seka (S,) pateikta taip: 
S = 1, S= $, +——L——,, n = 2,3,... 
' n + 5п +6 
Raskite lim S, 
Sprendimas. Lengva pastebėti, kad: 


— — ни L e L k L ОН 
K +5k+6 (k+2(k+3) k+2 k+3 


i l.l s = 1.1 
Kadangi 5, = 1, $ = 5, + 4 $5 $,* š 6t 
1 1 1 1 
+ = = 

$47 5 п +1 ET Stir n+3' 

tai sudėję šių lygybių kairiąsias ir dešiniąsias puses, gauname: 
NT NES MK —" ET 
5, = Эт Vadinasi, lim S, lp , 


711 uždavinys. Plokštumoje duotos keturios tiesės. Trys iš ju yra vie- 
noje plokštumoje ir paporiui nelygiagrečios. Kampai, kuriuos ketvirtoji 
tiesė sudaro su kiekviena iš pirmųjų trijų, tarpusavyje lygūs. Įrodykite, kad 
šie kampai statieji. 

Nuoroda, Tarkime tiesės /,, /,, /, yra plokštumoje о. Per kampo tarp /, 
ir /, pusiaukampinę išveskite plokštumą y, statmeną plokštumai @ ir paro- 
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dykite, kad kiekviena tiesė, sudaranti lygius kampus su /, ir /, lygiagreti ү. 
Tada /, bus lygiagreti y ir lygiai taip pat I bus lygiagreti plokštumai p, 
einančiai per kampo tarp /, ir /, pusiaukampinę statmenai о. 

Iš čia išplaukia, kad /, lygiagreti plokštumų ir y susikirtimo linijai, 
kuri statmena о. Tai ir reiškia, kad /, statmena kiekvienai iš tiesių /,, L, l 


712 uždavinys. Kiekviena lygiakraščio trikampio АВС kraštinė pada- 
lyta į tris lygias dalis. Per kraštinės AC vidurio tašką ir artimiausią 
viršūnei C kraštinės BC dalijimo tašką išvesta tiesė /,. Per křaštinės BC 
vidurio tašką ir artimiausią viršūnei B kraštinės 4B dalijimo tašką išves- 
ta tiesė /,. Per kraštinės AB vidurio tašką ir artimiausią viršūnei A kraš- 
tinės AC dalijimo tašką išvesta tiesė /,. Raskite trikampio, gauto papo- 
riui susikertant tiesėms /, l, ir /, plotą, jeigu žinoma, kad trikampio 
ABC plotas lygus S. 

C Sprendimas. Tarkime, kad AB = a: 

ABNL = AAKO = ACPM — pagal 
dvi kraštines ir kampą tarp jų. 

AC'KN—ABNL (pagal du kampus: 
ZC'NK = ZBNL, ZC'KN = ZAKQ = 
= ZBLN, kadangi ABNL = AAKO). 


Kadangi NK = QM = LP = Ža, tai iš to, 


kas buvo pasakyta, išplaukia: AC'KN = 
- sin60° = 1 S. B АВМ, pagal 


= AB'LP = AA'QM. S yy = 1.5 в 


3 6 
kosinusų teorema: NL? = (Ey + (2) –- 2. 2. 8 со560° = 72. Sace = 
2 3 2 3 2 $ вм. 
= NK = а 1/36 = 1 s = 1 = 1 i 1 = - 
м2" wipe TS 73м. = 355. Vadinasi, Sune = вс 
m 1 4 
- 3Sa + 35, > 5-3: 18 +3- Ls = 45, 


713 uždavinys. Nubraižykite kvadratą, žinodami po vieną tašką jo kiek- 
vienoje kraštinėje. 

Nuoroda. Jeigu A, B, C, D — duotieji taškai, tai išvesti DF L AC ir 
DF = AC. Įrodykite, kad taškas F yra ieškomojo kvadrato pusėje. 


714 uždavinys. Įrodykite skaičių 1) V2 + 53,2) УЗ + V2,3) V2+ 3 + 
+ v5, 4) 424 33 iracionalumą. 
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2 
Sprendimas. 1) jeigu V2 + V3 = a, tai а? = 5 + 2%; V6 = 23. 


Jeigu a — racionalusis skaičius, tai racionalusis turėtų būti ir skaičius v6. 
Pastaba. Natūraliesiems skaičiams n ir a skaičius Va yra arba sveikasis, 
arba iracionalusis. 


715 uždavinys. a) Pateikite skaičius 1) VW + 45 ‚ 2) V7 - 210 ; 
3) V12 — 2435 pavidalu Vx + Ny афа Nx - V. 

b) Irodykite, kad skaicius Va + {Б , čia a іг b — racionalieji skaičiai, рна 
iracionalųjį skaičių galima pateikti vx + Vy pavidalu, čia x ir y — raciona- 
lieji skaičiai, tik tada, jeigu skaičius Va? — b — racionalusis. Išsiaiškinkite, 
kokiai sąlygai esant skaičių Na -vb galima pateikti Nx — Vy pavidalu. 

Sprendimas. а) 2) Tarkime, kad x > y. Jeigu V7 — 210 = r -W , tai 
7 - 2N10 = (x + y) - 2Vxy . Kadangi V10 — iracionalusis skaičius, tai ši 
lygybė galima tik esant x + у = 7, xy = 10, t. y. x = 5, y = 2. 

Pastaba. Sudėtingų radikalų formulė kai kuriais atvejais leidžia papras- 
čiau užrašyti Va + Vb pavidalo skaičius. Įrodykite, kad 


те = Ja C: "n а Че} | 


716 uždavinys. [vede tinkamą y = ax + P pavidalo kintamojo pakeitimą, 
išspręskite lygtis: 

1) 9х*— б — 182 — 2x + 1 = 0; 

24 + 30-1 + 3x + 4 = 0; 

3) é 20-х +3? +х — 2x — 1 = 0. 

Nuoroda. Zr. 347 uždavinį. 


717 uždavinys. Išspręskite lygtis: 
a) pakeldami kvadratu: 
1) W +x- 3 = 3; 2) (02-5 = WH; 3) (+2 = x; 
4) Y6-x-xi-2 x + 1; 5) Ух+2- 2x - 3 = 1. 
b) pakeisdami kintamąjį: 
1) У2-х-х?ї- W? +х-1 = 1; 
2) Үх-4+ kx-2- Хх-3- Vx-2 = 1; 
dosi akhiya 
2k *1-3 3 
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с) parinkdami šaknį ir jrodydami, kad kitų šaknų nėra: 

1) Xx 42 + 3Хх-1 + V3x-2+ NSx - 1 = 10; 

2) x 1 + W= VU x; 

3 x3 + x-1 + үх5-7 = 8; 

4) 2N6 -x- x! + x = 2x? +25 - 3. 

Nuoroda. b) 2) pažymėkite Vx — 2 = y; tada x = y^ + 2. 3) pažymėkite 
k+l= t. 

c) pirmosiose trijose lygtyse kairioji pusė griežtai didėja, dešinioji — 
pastovi arba mažėja. 4) lygtyje septyni — mažiausia dešiniosios pusės reikš- 
mė. Įrodyti, kad kairioji pusė mažesnė už septynis. 


718 uždavinys. Išdėstykite skaičius sin 1, cos 2, sin 3, cos4, sin5, cos б, 
sin 7, cos 8 didėjimo tvarka. 
Nuoroda. Pasinaudokite skaitiniu apskritimu. 


719 uždavinys. Nubrėžkite šių funkcijų grafikus: 
1) y = arcsinx + arccosx; 2) y = sin(arcsinx); 3) y = cos(arccos 1) 
4) y = sin(arccosx); 5) y = arcsin(sinx); 6) у = arcsin(cosx). 


720 uždavinys. Išspręskite lygtis: 
a) pakeisdami kintamąjį: 
1) 2sin'x + 3sinx cosx + 7cos'x = 6; 2) (sinx + cosx)? = 4sinx; 
3) 2(tg pe 1) = cosx; 4) sinx + cosx = sin2x; 
5) sinxcosx = 6(sinx - cosx - 1); 6) е а A = 1. 
sinx  cosx 
b) išskaidydami dauginamaisiais: 
1) tg3x = tg5x; 2) cos3x = ѕіп10х; 3) cosè% + cos/2x + cos*3x 


4) sin2x cos4x = sin7x cos9x ; 5) tg2x tg7x = 1. 


c) sulygindami kairiosios ir dešiniosios pusių reikšmių sritis: 

1) sin + cos"x = 3: 2) (cos2x — cosáx)! = 4 + cos'àx; 

3) tgx + tg23x = tgx + 1р3х- i 1 

Nuoroda. а) 1) pakeitę dešiniąją puse į 6sinx + 6cosx, gausime homo- 
geninę lygtį; 3) pažymėkite tg S = y. 4)—6) pažymėkite sinx + cosx = y 
arba sinx — cosx = y ir išreikškite sinx cosx per y“. 
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b) 1) lygčiai suteikite tokį pavidalą: sn = 0; 2) pakeiskite 


sin10x į cos G — 10x); 3) pasinaudokite laipsnio mažinimo formule: cos*e = 
= ja + cos2a); 4) pertvarkykite sandaugą į sumą; 5) lygčiai suteikite tokį 
соѕ9х_ _ 
соѕ2х со$7х 
с) 2) kadangi |cos2x - соѕ4х |< 2, tai (cos2x – cos4x) < 4. О 4 + cos'3x 2 4. 
Todėl lygtis turi sprendinį tik tada, jeigu cos2x = 1, cos4x = -1, cosàx = 0 
arba cos2x = -1, cos4x = 1, cos3x = 0; 3) lygčiai suteikite tokį pavidalą: 


-ly -ly. 


pavidala: 


721 uždavinys. Įrodykite, kad dvi parabolės y = x“ liestinės tarpusavyje 
statmenos tik tada, kai jų susikirtimo taškas yra tiesėje y = — 1 š 


Nuoroda. [vertinkite, kad tarpusavyje statmenu tiesiu krypties koefi- 
cientų sandauga lygi —1 (Zr. 218 uždavinį). 


722 uždavinys. Paraboliniu segmentu vadinama figūra, apribota para- 
bolės ir tiesės, statmenos parabolės ašiai. Atstumas nuo parabolės viršūnės 
iki šios tiesės vadinamas segmento aukštine, o tiesės atkarpos, atkirstos 
parabolės, ilgis — segmento pagrindu. 

a) Kokį didžiausią plotą gali turėti stačiakampis, įbrėžtas į parabolinį 
segmentą, kurio pagrindas a ir aukštinė A? 

b) Įrodykite, kad parabolinio segmento, kurio pagrindas a ir aukštinė A, 


plotas lygus ah. 


Nuoroda. b) pasinaudokite integralu. 


Atsakymas. a) 268 ah. 


723 uždavinys. Įrodykite, kad 


2 2 
DPZ +. +n = UU, 


, 


2) —L—- + 1 = пп +3). 


—— — РИНЕ —À ; 
123 ^ 234 n(n*l)(n*2)  4(n*1)n42) 


1 1 1.3 
—— МТО si Š ; 
"ESI ж Ad ыш, 
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bd 1 1 
dj Lope bee. 
qr n? 1 n’ 
5) 2" > 2n (n 23); 


6) 2" > n° + 2 (п > 5); 
_ Aya - 4 zd < 2 


Nuoroda. Pasinaudokite matematinës indukcijos metodu. 


724 ušdavinys. ]rodykite, kad: 

a) seka (a,) yra aritmetinë progresija tik tada, jeigu esant n > 2 teisinga 
lygybė 22 = а, + a, 

b) seka (a,) yra geometrinë progresija tik tada, jeigu esant n > 2 teisin- 
ga lygybė а, = аза. 

725 uždavinys. Sako, kad keletas aritmetinių progresijų uždengia natü- 
raliųjų skaičių eilutę, jeigu kiekvienas natūralusis skaičius yra nors vienos 
iš šių progresijų narys: 

a) įrodykite, kad natūraliųjų skaičių eilutės negalima uždengti trimis arit- 
metinėmis progresijomis su skirtingais sveikaisiais nelygiais 1 skirtumais; 

b) pateikite penkias aritmetines progresijas su skirtingais sveikaisiais 
nelygiais 1 skirtumais, uždengiančias natūraliųjų skaičių eilutę. 

Sprendimas. a) tarkime, kad progresijos (a, ), (b,), (c,) su skirtumais d, 
e, f uždengia natūraliųjų skaičių eilutę. Galima laikyti, kad a, = 1, b, = 2. 
Jeigu a, = 3, tai d = 2 ir todél c, = 4, a, = 5, b, = 6, e = 4, a, = 7. Skaičius 
8 nepriklauso nė vienai i$ progresijų. Jeigu a, + 3, tai c, = 3. Jeigu a, = 4, 
tai d = 3, c, = 5, f = 2, b, = 6, е = 4, a, = 7. Skaičius 8 vėl nepriklauso 
në vienai i$ progresiju. Jeigu pagaliau a, = 1, b, = 2, c, = 3, b, = 4, tai 
e = 2, a, = 5, d = 4, b, = 6 ir jau skaičius 7 nepriklauso né vienai iš 
progresiju; 

b) pavyzdžiui, a, = 2n, b, = 4n-3, c, = Зп, d, = бп + 1, e, = 12n- 1. 


726 uždavinys. Kiekvieną iš skaičių nuo 1 iki 1000000 pakeisime jo 
skaitmenų suma. Su gautu skaičių rinkiniu atliksime tą patį ir taip toliau 
iki tol, kol gausime rinkinį, susidedantį iš milijono vienareikšmių skaičių. 
Kokių skaičių gautame rinkinyje daugiau: 1 ar 27 

Nuoroda. Skaičiaus dalybos iš 9 liekana yra nurodytų pakeitimų inva- 
riantas. Kadangi 100000 dalybos iš 9 liekanoje yra 1, tai gautame rinkinyje 
vienetų skaičius vienetu didesnis už dvejetų skaičių. 
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727 uždavinys. Reikia suskaičiuoti daiktų, tenkinančių kai kurias sąly- 
gas, kiekį. Tam mes atliksime п žingsnių: darydami pirmąjį žingsnį, pavyz- 
džiui, mes turime pasirinkimą iš a, galimybių, darydami antrąjį, nepaisant 
pirmojo žingsnio rezultatų, mes turime a, skirtingų galimybių ir t. t. Tada 
bendras perskaičiuojamų daiktų kiekis lygus sandaugai a a,...a, (daugybos 
taisyklė). 

a) kiek yra skirtingų dviženklių skaičių, kurių dešimtainėje formoje nė- 
ra nė vieno iš skaitmenų 0, 2, 5? 

b) kiek yra skirtingų dviženklių skaičių, kurių dešimtainėje formoje nė- 
ra nė vieno iš skaitmenų 1, 3, 77 

c) valgyklos meniu yra 7 pirmieji, 9 antrieji ir 4 tretieji patiekalai. Ke- 
liais būdais galima išsirinkti pietus iš trijų patiekalų (pirmasis, antrasis ir 
trečiasis)? 

d) kiek yra penkiaženklių skaičių, kurie baigiasi dviejomis aštuoniukėmis? 

e) kiek yra šešiaženklių skaičių, kiekviename iš kurių nėra vienodų 
skaitmenų, o antrasis ir ketvirtasis skaitmuo nelyginis? 

Nuoroda. a)—b) dviženklio skaičiaus sudarymas suskaidomas į du žings- 
nius: pirmojo skaitmens išsirinkimas, antrojo skaitmens išsirinkimas; e) 
skaičiaus sudarymas suskaidomas į šešis žingsnius: antrojo skaičiaus išsirin- 
kimas, ketvirtojo, pirmojo, trečiojo, penktojo, šeštojo. 

Atsakymas. a) 7: 7 = 49; b) 6 © 7 = 42; c) 7: 9:4 = 252; d) 9: 10 = 
= 900; е) 5-4-7-7-6-5 = 29400. 


728 uždavinys. Keliais būdais galima susodinti 15 berniukų ir 15 mer- 
gaičių į 15 suolų taip, kad kiekvienas berniukas sėdėtų viename suole su 
mergaite? 

Nuoroda. Pirmuoju žingsniu 15 berniukų išsodinami po vieną už kiek- 
vieno suolo iš kairės, antruoju žingsniu išsodinamos 15 mergaičių, trecia- 
jame žingsnyje išrenkama aibė suolų, kuriuose berniukas ir mergaitė kei- 
čiasi vietomis. 

Atsakymas. (15!) - 2°. 


729 uždavinys. Kartais tam, kad rastume baigtinės aibės, turinčios rei- 
kalaujamas savybes, elementų skaičių, pradžioje patogu rasti elementų, 
neturinčių šių savybių, skaičių, ir paskui šį skaičių atimti iš aibės elementų 
skaičiaus. 

a) Kiek yra penkiaženklių skaičių, kurių dešimtainėje formoje yra nors 
vienas lyginis skaitmuo? 
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b) Kiek yra skaitmenų 0, 1, 2, ..., 9 perstatymu, kuriuose nors vienas iš 
pirmų trijų skaitmenų dalijasi iš 3? 

с) Kiek yra penkiaženklių skaičių, kurių dešimtainėje formoje yra vie- 
nodi skaitmenys? 

Nuoroda. a) raskite penkiaženklių skaičių kiekį, kurių visi skaitmenys 
nelyginiai; b) raskite perstatymų, kuriuose nė vienas iš trijų pirmųjų skait- 
menų nelygus 0, 3, 6, 9, kiekį; c) raskite penkiaženklių skaičių, kuriuose 
nėra vienodų skaitmenų, kiekį. 

Atsakymas. a) 9 · 10* - 5° = 86875; b) 10! — 6-5 :4: 7! = 3024000; 
c)9-10*-9-9-8-7-6 = 62784. 


730 uždavinys. Kiekvienam nelygiam nuliui skaičiui p išraišką S (a, Б) = 
= Y SHE pavadinsime dviejų skaičių a ir b p-osios eilės vidurkiu. 


— aritmetinis vidurkis; 


Jų tarpe, S (a, b) = 246 


2 2 
S,(a, b) = d - kvadratinis vidurkis; 


-1 -1 
S (a, b) = (Ey = A = - harmoninis vidurkis. 


a) įrodykite, kad S (a, b) yra tarp taškų a ir b. 
b) įrodykite nelygybes: S,(a, b) > S (a, b) 2 5 (a, b). 
Sprendimas. a) kad būtų aiškiau, tarkime, kad a < b. 


Tada ETE VE bir N +0 > \ 22 = а. 
Р -— , 2 2- _ а? + b? 
b) sulyginam skaičių kvadratus: (S,(a, b)) - (S,(a, b)) = TC 


- (2 i by = (2 =” > 0. Kadangi S (a, Б) ir S,(a, b) teigiami, tai iš čia 


5,(а, b) 2 5 (а, b). Dabar sudarysime skirtumą 5 (а, b) - S (a, b) = 


2 
Q,9*b AD 6-5) „ү Teiginys įrodytas. 
2 a+b 2(а + Б) 


731 uždavinys. Anksčiau (p. 86) mes apibrėžėme funkciją 
-1, jeigu x < 0, 
y = signx = | 0, jeigu x = 0, 
1, jeigu x > 0 
„Skaičiaus ženklas“ (signum iš lotynų kalbos — ženklas). 
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Nubrėžkite šių funkcijų grafikus: 

1) y = sign2x; 2) y = sign(x - 1); 3) y = sign|x|; 

4) y = sign(x" — 2x); 5) y = (x - 1)signx. 

Pastaba. Kad nubrėžtume funkcijos у = sign(f(x)) grafiką, čia f(x) - bet 
kokia funkcija, pakanka: 

a) pažymėti Ox ašyje taškus, kuriuose f(x) = 0. Jie priklauso funkcijos 
y = sign(f(x)) grafikui. 

b) nustatyti intervalus, kuriuose f(x) > 0, ir jų ribose nubrėžti funkcijos 
y = 1 grafiką. 

с) nustatyti intervalus, kuriuose f(x) < O, ir jų ribose nubrėžti funkcijos 
y = -1 grafiką. 


732 uždavinys. Išspręskite lygtis: a) sign(2x — 3) = 5x — 4; b) sign|2 – 
-x| = 4x + 3; c) sign|2x - x7| = le- 2); d) sign(x + 5) = |& – 3|; 
e) sign|3x - 5| = |2 - 7x]. 

Sprendimas. a) duotoji lygtis lygiareik$mé sistemoms 


x-3«0 pa [2-320 һа [21-370 
5х-4=-1, "U^ [&-4s0, ° 5х-4 = 1. 
Iš čia x = 0,6. 


Atsakymas. c) 2; 4; e) 1 H 3 š 


733 uždavinys. Priminsime antje funkcijos (skaičiaus sveikoji dalis) api- 
brėžimą: sveikąja natūraliojo skaičiaus x dalimi vadinamas didžiausias sveika- 
sis skaičius n, ne didesnis už x. Ši funkcija žymima [x]. Jeigu n «x «n + 1 
ir п — sveikasis skaičius, tai [x] = л. Kadangi [x] <x < [x] + 1, tai 0 <x- 
- [x] < 1. Skaičius x - [x] vadinama skaičiaus x trupmenine dalimi ir žymi- 
mas (x). 0 < (x) < 1. Akivaizdu x = [x] + (x). 

Nubrėžkite šių funkcijų grafikus: 

a) y = 2(x - [к]); b) y = 3 - P]; O) y = 5їрп{х}; d) y = {x} + signx; 
e)y= x+ PJ f) y= x + (x); g) y = [=]; h) y = [6]; I) y = [sgnx] 
j) y = [к + signx]; k) y = 25]-3; D) y = |[х]|; m) y = sign]; п) y = VL. 

Pastaba. 1) tarkime, kad turime funkcijos y = f(x) grafiką. Kad nubrai- 
žytume funkcijos y = [f(x)] grafiką, darome taip: 

a) išvesime tieses y = n, n = 0; +1; +2; .. ir išnagrinėsime vieną iš 
juostų, sudarytų tiesių y = n ir y = n + 1. 
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b) pažymime tiesių y = n,y = n + 1 ir funkcijos y = f(x) grafiko 
susikirtimo taškus. Šie taškai priklauso funkcijos y = [f(x)] grafikui, nes jų 
ordinatės — sveikieji skaičiai. 

с) kad gautume likusius funkcijos y = [f(x)] grafiko taškus nurodytoje 
juostoje, funkcijos y = f(x) grafiko dalį, patenkančią į šią juostą, projektuo- 
jame į tiesę y = n lygiagrečiai Oy ašiai. Kadangi kiekvienas šios funkcijos 
grafiko dalies taškas turi tokią ordinate y„ kad n < y, < n + 1, tai [y] = n. 

d) kiekvienoje kitoje juostoje, kurioje yra funkcijos y = f(x) grafiko 
taškai, brėžiama analogiškai. 

2) tarkime, kad turime funkcijos y = f(x) grafiką. Funkcijos y = f([x]) 
grafikas braižomas taip: 

a) išvesime tieses x = n, n = 0; +1; +2; .. 

b) išnagrinėsime vieną iš juostų, sudarytą tiesių x = n ir x = n + 1. 
Funkcijos y = f(x) grafiko ir šių tiesių susikirtimo taškai priklauso funkcijos 
y = f([x]) grafikui, kadangi jų abscisės — sveikieji skaičiai. 

с) kad gautume likusius funkcijos y = f([x]) grafiko taškus nurodytoje 
juostoje, funkcijos y = f(x) grafiko dalį, patenkančią į šią juostą, projektuo- 
jame į tiesę y = f(n) lygiagrečiai Oy ašiai. Kadangi kiekvienas šios funkcijos 
grafiko dalies taškas turi tokią abscisę x,, kad n < x, < n + 1, tai [x,] = n. 

d) kiekvienoje kitoje juostoje, kurioje yra funkcijos y = f(x) grafiko 
taškai, brėžimas analogiškas. 


734 uždavinys. Įrodykite šias skaičiaus sveikosios dalies savybes: 

1) jeigu p — sveikasis skaičius, tai [x + p] = [x] + p; 

2) kiekvienam realiajam skaičiui x ir y, [x + y] 2 [x] + [у]; 

3) jeigu [x] = [y], tai |x- y| < 1. 

Sprendimas. 2) galime užrašyti: x = [x] + 0,0 so < 1, y = [y] + B, 
0<В < 1. Tada x + y = h] + a + [y] + B = [x] + [y] + Y, čia y = о + 
+ B,0 < v < 2. 

Jeigu 0 Sy < 1, tai [x + y] = [x] + [y]. Jeigu 1 < y < 2,t.y. y = 1 + 
+ ð, čia 0 <8 < 1, tix+y=h]+D]+ 1+ ir [x + y] = lx] + y] + 
+ 1 > P] + [y]. 


735 uždavinys. Išspręskite lygtis: 


1) Bz&j = 155—7; у [251], [&*1] = 5—4, 357 = p] +1; 


4) bP - B] = 2; 
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5) | F] = x 
|x| < 3; 
6) [2x — 3] = [4 — 3x]; 7) {2x + 33- 6x = 0; 


вц = 2-19) pl z -1 


ir lygtis 


Sprendimas. 1) paZymésime ——— = t. Tada x = 2! £ 7 


igauna tokj pavidala: 119+ 39] = t. Pagal sveikosios dalies apibrėžimą: 


0 < .10t + 39 , < 1, B čia- 2 < 11,3 ir kadangi t — sveikasis skaičius, 


tai t lygus arba 0, arba 1. Esant £ = 0: x = L; esant £ = 1: x = 2. 
2х 3 1- y. Tada lygtis įgauna tokį pavidalą: [y] + 


2) pažymėsime 
€ T r, Pažymėsime 5 > lak. Tada E = k, čia k — sveikasis 


skaičius. Iš čia k а <к+1,-3<К<2. 
Galimos k reikšmės: —2; —1; 0; 1; 2; 


atitinkamos x reikšmės: — 2, 


3) kadangi [x] < x, tai x? < x + 1. Iš čia [x] gali būti lygus 0 arba 1. Jeigu 
[x] = 0, tai lygtis įgauna tokį pavidalą: x“ = 1. Iš čia x = +1. Bet [+1] = 0. 
Vadinasi, [x] * 0. Jeigu [x] = 1, tai lygtis įgauna tokį pavidalą: x? = 2. Iš 
čia x = + 2. Pradinę lygtį tenkina tik x = V2. 

Atsakymas. 6) 14, 1; 7) 0; 8) 1, 3, 5; 9) 0, 1, 2. 


736 uždavinys. Daugianaris vadinamas sangrąžiniu, jeigu jame koefi- 
cientai, vienodai nutolę nuo galų sutampa. Lygtis, kurios kairioji dalis yra 
sangrąžinis daugianaris, vadinama sangrąžine. Išspręskite sangrąžines lygtis: 

1) 9х° — 18 – 73x* + 1640 — 733 - 18x + 9 = 0; 

2) 12х*- 164 — 11x! - 16х + 12 = 0; 

3) х? + 408-100 + 4 + 1 = 0; 

4) 106 + x° - 47х* — 470 + + 1x = 0. 


251 


Nuoroda. a) lyginio laipsnio sangrąžinė lygtis sprendžiama pagal tokį 
planą: sugrupavę dėmenis su lygiais koeficientais, iškeliame prieš skliaus- 
telius x, čia n — lygties laipsnis, ir jvedame naują kintamąjį, pažymėję 

| uus 
x + x = Z; 
nelyginio laipsnio sangrąžinė lygtis sprendžiama pagal tokį planą: išskaidome 
kairiąją dalį į du daugiklius, iš kurių vienas yra (x + 1), o kitas — lyginio 
laipsnio grįžtamasis daugianaris. 

b) pirmoji lygtis: 

(до? + 1) – 1802 + D) - 736 + 1) + 164) = *(97 — 187 — 100z + 

x x 
+ 200) = x'(z - 2)(9z7 - 100); 
antroji lygtis: 
(1202 + 4) - 166 + 1) - 11) = x'(12Z — 16: - 35); 
x 
trečioji lygtis: 
хоб + 2) + 402 + 5 - 10) = x'* - 16); 
x 

ketvirtoji lygtis: 

x(10 + x* — 47 — 472 + x + 10) = x(x + 1)(10x* — 98 - 38 – 
- 9x + 10) = xx + 1)(1002 + 5 - (х + 1) - 38) = x'(x + 1)(102 ~ 
— 92 — 58). 


Atsakymas. 

\) x, = x, = 1; x, = 3; x, = Бл, = -3; x, = 3. 
АВ _ ._1 

2) x = e IR = 2; X, = 5. 


3) x, = x, = 1; x, = x, = -1; x, = ҢІ + 0); х, = i(1 - V2); ,= 0-1 + 
+ V2); x, = i(-1- V2). Р k 

х= 0) x = x = x = - 1; x= 5;x, = <. 

737 uždavinys. (Bezu teorema.) [rodykite, kad daugianario f(x) = a" + 
+ ax" + ... + a, dalybos i$ x-a liekana lygi šio daugianario reikšmei esant 
x = a. 

Sprendimas. Kadangi dalijant f(x) = (x — a) q(x) + r(x) ir daugianario 
laipsnis liekanoje mažesnis už daliklio (x — a) laipsnį, tai r(x) — skaičius. 
Esant x = a turime: f(a) = (a - a)q(a) + r. Taigi r = f(a). 

Pastaba. Iš to, kas buvo įrodyta, išplaukia, kad jeigu x = а — daugiana- 
по f(x) šaknis, tai šis daugianaris dalijasi iš (x — a) be liekanos. 
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738 uždavinys. Anksčiau (11 skyrius) jau buvo minėta, kad jeigu dau- 
gianaris su sveikaisiais koeficientais turi sveikąją šaknį, tai ši šaknis yra 
laisvojo nario daliklis. Panaudodami šį faktą ir Bezu teoremą, raskite šių 
daugianarių šaknis: 

1) x! - 4? – 137 + 28x + 12; 2) xf + 3 — 15x — 37x - 60; 

3) x! + Ac — x - 16x - 12; 4) X + 2x* - 10 - 200 + 9x + 18; 

5) + 3х – 20 — 902 — 11x - 6; 6) x$- X - & + 140 + X° - 13x + 6. 

Nuoroda. 1) daugianaris dalijasi i$ (x — 2)(x + 3): 

(x - 2)(х + 3) - 5x - 2); 
2) pagal Bezu teorema daugianaris dalijasi i$ (x — 4)(x + 5): 
(x - 4)(x + 5)( + 2x + 3); 

5) (х + 1)x - 2)( + 3) + x + 1); 

6) (x - 1)(х + 1)(х - 2)(х + 3)? - 2x + 1). 

Atsakymas. 

МЕЕ 


1) X = 2; x, = -3; Xu = 250 


2) x = 4 x, = -5; x =-1 + N2. 
3) x, = -1; x, = 2; x, = -2; x, = -3. 
4) x, = 1; x, = - 1; x, = —2; x, = 3; x, = -3. 
5) aks B х, = sa = ЁЗ. ; 


6) x, = x, = x, = l; x, = -1; x, = 2; x, = -3. 


739 u£davinys. Sprendšiant lygtis kartais pavyksta kairiaja lygties dali 
išskaidyti daugikliais. Išspręskite lygtis: 

1) x! - Ф — 102 + 37x - 14 = 0; 

2) x! - 100 + 35x! – 50x + 24 = 0; 

3) x - 70 + 7х + 15 = 0. 

Nuoroda. 1) pasinaudosime neapibrėžtinių koeficientų metodu, kurio 
esmė yra tokia. Tarkime, kad kairioji dalis išsiskaido daugikliais su sveikai- 
siais koeficientais: 

x! 40 - 10 + 37x - 14 = ( + px + q)( + m s). 

Prilygine koeficientus kairiojoje ir dešiniojoje pusése, esant vienodiems 
x laipsniams, gauname lygčių sistema: 

p+r=-4, 

$ + q + pr = -10, 

ps + qr = 37, 

qs = -14. 
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Išsprendę lygčių sistema, gauname tokį išskaidytą pavidalą: 
(à -5x + 2)@ +x-7) = 0. 
Atsakymas. 
.$2z37., „Aty 
Da," $E, 1а. 


2) x, = 1; x, = 2; x, = 3; x, = 4. 
3) x, = -1; x, = 3; x, = 5. 
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